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Nous donnons entre parenthéses I’abréviation anglaise

ACIT Analyse en Composantes Indépendantes (ICA)

ACP Analyse en Composantes Principales (PCA)

ARn filtre purement récursif ou Auto-Régressif d’ordre n (ARn)
DVS Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD)

DVP Décomposition en Valeurs Propres (EVD)

EMV Estimateur du Maximum de Vraisemblance (MLE)

ESPRIT Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Technique
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MV Maximum de Vraisemblance (ML)
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RSB Rapport Signal a Bruit (SNR)
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Introduction

Le probléme général de la séparation de signaux peut se formuler ainsi : <retrouver des
signauz utiles qui ont été mélangés et bruités, sans connaitre le processus de mélange et avec
un minimum de connaissances a priori>. Les signaux utiles sont souvent dénommeés sources.
Ce terme provient de la physique ou il désigne des ezcitations ponctuelles qui émettent des
ondes dans un milieu de propagation. Les ondes sont recues en un ensemble de points répartis
dans ’espace. On peut alors définir la séparation de signaux comme une opération de filtrage
spatio-temporel.

Ce probléme se rencontre en astronomie lorsqu’un radiotélescope observe simultanément
plusieurs étoiles dont on veut séparer les contributions, en communication ainsi qu’en radar
et sonar lorsque des signaux provenant de plusieurs émetteurs ou réflecteurs interférent au
niveau de l'antenne du récepteur, en prospection sismique, en imagerie médicale et dans
bien d’autres domaines. L’exemple le plus courant est celui de ’environnement “cocktail-
party” ou plusieurs locuteurs s’expriment simultanément. Le systéme auditif humain réalise
une opération de séparation de signaux puisqu’il est capable de rehausser I'un des signaux.
Certaines techniques de séparation de signaux sont capables de réaliser une opération similaire
& partir d’enregistrements délivrés par des microphones. D’une maniére générale les techniques
de séparation de signaux utilisent les signaux de mélange observés sur un réseau de capteurs.

Les techniques actuelles supposent que le mélange est linéaire et homogéne. On distingue
le modéle instantané qui est une simple sommation des signaux pondérés, du modéle convolu-
tif qui est une sommation des filtrées linéaires et homogeénes des sources. Lorsque la forme du
front d’onde et la géométrie du réseau de capteurs sont connues, il est possible d’utiliser des
techniques particuliéres dites de traitement d’antenne. Ces techniques sont malheureusement
sensibles aux erreurs de modele. Lorsque celles-ci sont importantes ou que la géométrie du
réseau de capteurs est inconnue, les techniques de traitement d’antenne ne peuvent plus s’ap-
pliquer. Il en est de méme lorsque les sources sont proches des récepteurs ou que le phénomeéne
de multi-trajets est important (téléphonie mobile, phénoménes vibratoires en mécanique...) car
le modéle de propagation est alors trop complexe. Le manque de connaissances sur le modéle
de mélange est compensé soit par 'emploi de statistiques d’ordre supérieur lorsque les sources
ne sont pas gaussiennes, soit par des connaissances sur les sources (densités de probabilité,
hypothéses sur les fonctions de corrélation, connaissance des modulations en communication,
signaux & module constant...).

L’application qui nous intéresse est celle ot un ensemble de machines tournantes émet des
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vibrations qui se mélangent au niveau d’un réseau de capteurs disposés sur le bati. Séparer les
différentes contributions doit permettre de localiser les défauts, déterminer le niveau d’usure
ou encore améliorer la discrétion acoustique. En premiére approximation les signaux émis
sont des sommes de fréquences pures de composantes proches et ils ont une forte dynamique
spectrale. Ceci pose une premiére difficulté puisque le séparateur ne doit pas étre “aveuglé”
par les bandes fréquentielles les plus énergétiques. Une seconde difficulté est que le nombre
de sources est inconnu puisqu’il dépend des défauts inconnus des machines. Par ailleurs les
vibrations de certaines parties (chéassis métalliques, grilles de protection...) et les flux d’air au
sein des machines sont trés erratiques et perturbent l'interprétation des enregistrements. Ils
sont considérés comme des bruits rayonnés. Ceci implique une difficulté supplémentaire : le
modeéle doit prendre en compte la présence de bruits spatialement corrélés. Une telle hypothese
a déja été considérée en traitement d’antenne [BTGJ97] [Mar98| mais jamais en séparation

aveugle de sources.

En faisant un tour d’horizon des techniques de séparation de signaux nous constaterons
qu’aucune ne traite le cas du mélange convolutif d’un nombre inconnu de sources en présence
de bruits spatialement corrélés. La plupart des méthodes traite le probléme des mélanges
instantanés non bruités. Dans ce cas le nombre de sources (connaissance indispensable pour
les méthodes aveugles) est directement le rang de la matrice de covariance des observations. Les
méthodes qui envisagent la présence de bruits supposent souvent que le nombre de sources est
connu. Lorsqu'il est inconnu elles considérent que les bruits sont spatialement blancs (bruits
indépendants et de méme puissance) de fagon a estimer la dimension du modéle par des

techniques non parameétriques.

Nous proposons de réaliser les traitements dans le domaine fréquentiel. Le modéle convo-
lutif est remplacé par le modéle spectral qui est une série de modéles instantanés fréquentiels.
Les traitements étant réalisés dans chaque canal de fréquence la méthode est peu tributaire de
la dynamique spectrale, contrairement aux méthodes large bande. En contrepartie ce modéle
impose des traitements supplémentaires (Transformation de Fourier Discréte, estimation des
permutations entre canaux) et un coit de calcul élevé (une séparation par canal de mélange).
Le schéma de traitement dans chaque canal peut se résumer ainsi :

— estimation fiable du nombre de composantes-source en présence de bruits spatialement

corrélés,

— séparation des composantes en maximisant le rapport signal & bruit (sur chaque sortie

une seule source est considérée comme un signal utile),

— estimation de Pamplitude de chaque composante vue sur un capteur (extraction).

Compte tenu des indéterminations sur l'ordre des signaux séparés dans chaque canal de
fréquence, un post-traitement est nécessaire pour estimer les permutations d’'une bande a
Pautre (reconstruction du spectre des sources). Nous ne traitons pas ce probléme qui a été
résolu dans [Cap95].

Nous nous sommes focalisés sur les problémes qui sont, selon nous, responsables de I’échec

des algorithmes classiques sur des données expérimentales fortement bruitées. Citons en par-
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ticulier le manque de robustesse de I’estimation du nombre de composantes en présence de
bruits spatialement corrélés ainsi que le probléme de décorrélation & 1’ordre deux dans ce méme
contexte. Les solutions apportées ne font pas 'hypothése de gaussianité ni celle de blancheur
spatiale des bruits. Elles supposent en revanche que les sources sont des sommes de fréquences
pures et que les durées de corrélation des bruits sont approximativement connues. Nous uti-
lisons alors un retard 7 pour construire des matrices spectrales d’observations décalées. Ces
matrices, faiblement perturbées par le bruit, que nous dénommons matrices spectrales décalées
permettent de déterminer le nombre de sources et de réaliser la séparation. Nous montrons
que ’adjonction d’une étape de réduction de bruit est équivalente a la maximisation directe
du Rapport Signal & Bruit des sorties du séparateur. Les sorties sont donc débruitées & ’aide
d’un filtre de Wiener multi-références. Ce filtre utilise, & chaque fois que cela est possible, des

références bruit seul obtenues par projection des observations sur le sous-espace bruit.

Nous avons évoqué briévement les sujets que nous allons aborder. Récapitulons & présent

le plan de notre exposé.

La premiére partie est découpée en 3 chapitres. Le chapitre 1 présente une modélisation des
signaux que nous allons manipuler. La littérature sur les vibrations de machines tournantes
indique que les signaux émis possédent une composante déterministe qui peut se modéliser
comme une somme de fréquences pures. En faisant I’hypothése réaliste de fréquences pures
& phase a l'origine aléatoire nous étudions les propriétés d’indépendance, de stationnarité et
d’ergodisme de ces signaux pour justifier 'emploi d’outils statistiques. Le chapitre 2 expose
la modélisation et la problématique de la séparation de signaux dans le cadre du modéle de
mélange linéaire bruité. Nous envisageons la présence de bruits spatialement corrélés. Nous
introduisons ensuite le probléme des indéterminations liées au modéle. Nous abordons quelques
points de terminologie en séparation de signaux. Pour terminer ces préliminaires nous faisons
un rappel sur les principaux critéres qui permettent de mesurer la qualité de la séparation
sur des données synthétiques. Dans le chapitre 3 nous faisons un rapide tour d’horizon des
techniques actuelles. Nous portons notre attention sur la nécessité pour ces méthodes de
connaitre le nombre de sources mélangées et sur leur capacité a traiter des mélanges convolutifs

et surtout bruités.

La seconde partie a pour objectif de mettre en place une technique de séparation adap-
tée aux signaux vibratoires et robuste aux bruits additifs. Elle est découpée en 3 chapitres.
Le chapitre 4 définit tout d’abord les matrices spectrales décalées et leurs estimateurs. Nous
calculons ’estimateur non biaisé pour des composantes sinusoidales. Dans le chapitre 5, nous
développons la méthode totale de séparation de signaux & spectre de raies & 1’aide des matrices
spectrales décalées en supposant le nombre de sources connu. Nous proposons une méthode
d’analyse en Composantes Principales robuste a des bruits additifs spatialement corrélés en
utilisant des matrices spectrales décalées et une modélisation sinusoidale des sources. Le cha-
pitre 6 traite ensuite de ’estimation du nombre de sources temporellement corrélées dans un

contexte fortement bruité.

La troisiéme et derniére partie, constituée du chapitre 7, présente les résultats obtenus
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sur les signaux expérimentaux provenant d’un banc de test de la Direction Générale pour
I’Armement. Les signaux sont tout d’abord étudiés en détail puis les résultats de 'estimation

du nombre de sources, du blanchiment et de la séparation compléte sont analysés & leur tour.
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Premiére partie

OUTILS ET SIGNAUX






Chapitre 1

Modélisation des signaux

1.1 Introduction

L’application qui nous intéresse est celle dans laquelle un ensemble de machines tournantes
émet des vibrations. Les principales sources de vibrations sont périodiques car elles pro-
viennent des éléments tournants. En premiére approximation les signaux vibratoires peuvent
se modéliser comme des signaux déterministes constitués de sommes de fréquences pures. Si
la vitesse de rotation est constante les signaux posseédent des composantes aux harmoniques
de la fréquence de rotation et & d’autres fréquences en raison de ’existence de modulations
d’amplitude. Les signaux sont collectés par des accéléromeétres placés sur le socle et les ca-
rénages des machines. Lorsque plusieurs machines disposées sur un méme socle fonctionnent
a des vitesses proches et en régime stationnaire, les signaux vibratoires émis possédent des
fréquences fondamentales proches. Les capteurs enregistrent un mélange de toutes ces sources.

Pour séparer les contributions provenant de chaque machine, nous souhaitons mettre en
oeuvre des techniques de séparation de signaux. Les méthodes existantes supposent que les
signaux sont aléatoires. Elles exploitent des critéres d’indépendance statistique pour resti-
tuer apres traitement des composantes ou “sources” les plus indépendantes possibles. Ces
critéres peuvent étre exacts ou approchés (indépendance jusqu’a l'ordre quatre par exemple).
On invoque la stationnarité et l’ergodisme conjoints des signaux pour obtenir une mesure
d’indépendance sur une seule réalisation de ’ensemble des capteurs.

Mais les critéres d’indépendance sont-ils applicables alors que les signaux considérés sont
déterministes’ 7 On a coutume de contourner cette question en considérant que les signaux
possédent un ou des paramétres aléatoires. Ceci sous-entend que 'on adopte un modéle sto-
chastique particulier (choix des paramétres aléatoires et de leurs lois). Il faut alors étudier
les propriétés de stationnarité et d’ergodisme des signaux mono et multidimensionnels ainsi

modélisés. Il faut aussi étudier sous quelles conditions deux signaux & paramétres aléatoires

!La frontiére entre déterministe et aléatoire reléve d’une discussion philosophique. On a coutume de consi-
dérer déterministes les signaux que 'on peut générer a l'identique en réitérant I’expérience dans les mémes
conditions. On parle de signaux aléatoires dés lors que notre connaissance des conditions expérimentales ou

du processus générateur est incompléte.



CHAPITRE 1. Modélisation des signauz

sont indépendants. Nous présentons le cas des fréquences pures que nous allons retrouver dans

tout le manuscrit.

Au paragraphe 1.2 nous indiquons les différentes sources de vibrations des signaux expé-
rimentaux de machines tournantes. Nous précisons les périodicités auxquelles sont rattachés

ces phénomeénes.

Au paragraphe 1.3 nous rappelons dans quelles conditions une sinusoide a phase a 1’origine

aléatoire est stationnaire et ergodique.

Au paragraphe 1.4 nous montrons quun couple de sinusoides peut étre vu comme la
réalisation d’un couple de variables aléatoires conjointement stationnaires, ergodiques et in-
dépendantes & condition que les fréquences soient incommensurables. Ceci permet alors de
justifier I’emploi d’outils statistiques et de mesures d’indépendance statistique sur les signaux

de machines tournantes.

1.2 Modéle des signaux vibratoires

Les machines tournantes possédent de nombreuses sources de vibrations : aérodynamiques,
mécaniques ou électromagnétiques. Dans la thése de S. Dérou [Dér92|, on trouvera un in-
ventaire complet des sources de vibration. Elles forment des familles d’harmoniques & des

fréquences fondamentales diverses. Citons les principales :

— le balourd d’origine mécanique, lié & un mauvais centrage des parties tournantes. Il
apparait a la fréquence de rotation,

— l'usure de roulement dans les bagues et les cages. Les vibrations apparaissent aux fré-
quences de roulement calculées & 1’aide des dimensions des éléments et du nombre de
billes dans les roulements,

— les vibrations d’engrenage sont produites principalement par le choc entre les dents. Le
modeéle mécanique est rappelé dans la thése de C. Capdessus [C.C92] et récrit en terme
de traitement du signal. La vibration produite par I’engrenage est composée d’un terme
périodique da aux variations de I’élasticité des dents, dont la période appelée période
d’engrénement, est la durée de passage d’une dent compléte en un point donné. Ce
terme de base est modulé en amplitude par la somme de deux termes liés a la forme des
dents de la roue. Cette forme peut varier d’une dent & I'autre et pour chaque roue. La
modulation engendrée par chaque roue est périodique a la période de rotation de cette
roue. Il en résulte une modulation globale,

— les vibrations d’origine électromagnétique sont liées aux champs électromagnétiques
(presque sinusoidaux) créés dans toute machine électrique dans I’entrefer (entre le rotor
et le stator). Ces champs engendrent des forces de Laplace sur les conducteurs parcourus
par des courants électriques (bobines des électro-aimants) et des forces de Maxwell sur

les matériaux magnétiques soumis aux champs électromagnétiques. Rappelons que les
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forces de Laplace sont liées linéairement a l'induction magnétique :

dF : vecteur force de Laplace
I : courant
dF =I1d1AB avec )
dl : vecteur élémentaire de longueur du conducteur
B : vecteur d’induction magnétique

et que les forces de Maxwell sont liées au carré de I'induction magnétique :

dF : force de Maxwell

B|? : perméabilité du matériau
dF = u dS avec po P ] )
210 dS : surface du matériau magnétique
B :induction magnétique

Les forces de Maxwell sont périodiques a la fréquence double de la fréquence électrique
qui dépend du type de machine (nombre de paire de poles, machines synchrone ou
asynchrone). Les forces créées possédent des harmoniques en raison des non linéarités
existant dans les machines électriques (variations de champs magnétiques provoquées
par les encoches des bobines par exemple).

D’apres [Dér92], on peut prévoir qualitativement I’allure du spectre vibratoire d’une ma-
chine. Il sera la réponse de la structure aux sources d’excitation citées, & savoir des raies
auxquelles s’ajoute le bruit de fond des sources aérodynamiques. Dans les signaux expérimen-
taux nous trouverons donc a priori des composantes sinusoidales pures liées & des phénomeénes
d’origines mécaniques (raies discrétes aux multiples entiers de la fréquence de rotation) et élec-
tromagnétiques (raies discrétes aux multiples entiers de la fréquence électrique) ainsi que des
sources modulées liées aux engrenages (ou réducteurs).

En premiére approximation, nous considérerons uniquement le cas de sinusoides détermi-
nistes. On appellera sources dans la suite, ce type de signaux caractéristiques des éléments

des bancs et de ses défauts éventuels que ’on cherchera a séparer dans un canal fréquentiel.

1.3 Etude d’une sinusoide & paramétre aléatoire

Comme le font remarquer Blanc-Lapierre et Fortet dans [BLF53, p.6], il existe toujours
des conditions expérimentales inconnues et non reproductibles (agitation thermique, pression,
champs magnétiques...). Par conséquent, pour un expérimentateur tous les signaux possédent
un caractére aléatoire. Ainsi il est impossible de prévoir & ’avance la valeur exacte de la
phase & l'origine d’une sinusoide fournie par un systéme physique. Cette expérience peut étre
vue comme une épreuve w a laquelle est associée une variable aléatoire ¢ (w) qui désigne la
phase du signal aléatoire X (t,w) = Asin (27 ft + ¢ (w)). Puisqu’on ne peut modéliser tous
les phénomeénes physiques qui engendrent la phase il parait judicieux de supposer qu’elle est
uniformément répartie sur un intervalle de longueur 2. Une sinusoide d’amplitude, fréquence
et phase constantes peut donc étre vue comme une réalisation du signal aléatoire X (¢, w), avec

une phase a l'origine aléatoire uniformément répartie sur [0, 27[. On pourrait aussi considérer
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I’amplitude et la fréquence comme des paramétres aléatoires. Il faudrait alors choisir la loi de
probabilité de ces paramétres en fonction du processus générateur. Pour pouvoir modéliser de
fagon simple les signaux de machines tournantes comme des signaux aléatoires stationnaires
et ergodiques, nous verrons que nous devons retenir le modéle de sinusoides & phase aléatoire

uniformément répartie entre 0 et 27.

Profitons de quelques rappels sur les signaux aléatoires pour donner les notations que nous
allons utiliser. Un signal aléatoire (ou processus stochastique) est une famille de variables aléa-
toires X (t,w) indexées par le temps t et dépendant toutes d’'une méme épreuve w. On note
z(t) = X (t,w) avec t € R et w € Q (ensemble des événements possibles ou encore ensemble
fondamental). La fonction x (t) = X (¢,wq) obtenue pour un événement wy est un signal déter-
ministe qui représente une réalisation du processus stochastique. La grandeur z = X (¢p,w)
obtenue & un instant t; est une variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé associé a
Q. Elle est caractérisée par sa fonction de répartition F (u) = Pr[z < u] qui représente la
probabilité d’apparition de z dans l'intervalle |—oo;u|. Si z admet une densité de probabilité

P (u) au sens des fonctions ou au sens des distributions, on a d Fj (u) = p, (u) du.

1.3.1 Stationnarité au sens strict

Un signal aléatoire X (t,w) est stationnaire au sens strict lorsque les familles de variables
aléatoires X (t,w) et X (¢t + 7,w) ont les mémes propriétés statistiques quelles que soient ¢
et 7 [Pic93, p.178], [BLF53, p.418]. C’est-a-dire que pour des valeurs {tg,t1,...,¢;} quel-
conques en nombre fini, la densité de probabilité conjointe ou la fonction de répartition de
{X (to+7,w),X (t1 + Tyw), ..., X (t; + T,w)} est invariante par rapport a 7; elle ne dépend
que de la position relative des (i + 1) variables aléatoires sur ’axe des temps et non de leur
position absolue. Cette définition est indépendante de I'existence de moments, mais lorsqu’ils
existent on retrouve la méme condition d’invariance sur tous les moments & tous les ordres.

Pour un processus strictement stationnaire les moyennes d’ensemble, lorsqu’elles existent,
sont des fonctions déterministes des écarts (t1 — tg,... ,t; — tp). Pour un processus non sta-
tionnaire elles sont en général des fonctions de {tg,t1,... ,t;, 7}

Dans le cas o X (¢,w) est une sinusoide a paramétres aléatoires, on montre [Pic93, p.179]
que si amplitude est le seul parameétre aléatoire alors z () n’est pas stationnaire. En effet,
le moment E[X (¢,w) X (t — 7,w)] dépend de ¢ et 7. Pour que ce moment ne dépende que de
7, il est nécessaire (mais pas suffisant) que la fréquence ou la phase soient des paramétres
aléatoires.

On montre dans [Pic93, p.178] que si la phase est le seul parameétre aléatoire et si elle
est uniformément répartie entre 0 et 27 alors la sinusoide est strictement stationnaire. Ceci
provient du fait que la loi de la phase est indépendante du temps.

On montre aussi dans [Pic93, p.195] qu’une sinusoide a amplitude et phase aléatoires est
strictement stationnaire si et seulement si ces deux paramétres sont indépendants et si la

phase est uniformément réparti entre 0 et 2.



1.3. Etude d’une sinusoide a paramétre aléatoire

L’interprétation physique et la simplicité du modéle motivent le choix d’un seul paramétre
aléatoire, une phase uniformément répartie entre 0 et 27w. Dans la suite, nous utilisons ce

modéle.

1.3.2 Ergodisme au sens large et au sens strict

Les propriétés d’ergodisme montrent comment les moyennes d’ensemble de X (¢,w) sont
lices aux moyennes temporelles sur une réalisation particuliére X (#,wp) ou sur I'ensemble des
réalisations possibles.

Pour définir I’ergodisme au sens large d’un processus aléatoire X (¢,w), non nécessai-
rement stationnaire, on considére la classe G des fonctions g telles que %fOTg (X (t,w))dt
existe VI € R et V w € Q. Chaque moyenne temporelle calculée par une fonction g entre 0 et
une valeur 7', relative & toutes les réalisations, est une variable aléatoire. Toutes les variables
obtenues & partir de g en faisant varier T' forment une suite. Lorsque T' tend vers l'infini,
si chaque suite de variables aléatoires (pour chaque fonction de la classe G) tend vers une
variable aléatoire limite, on dit que le systéme est ergodique au sens large [BLF53, p.113].
Suivant le type de convergence des variables aléatoires vers la v.a. limite, on définit différents
types d’ergodisme (en probabilité, en moyenne quadratique, en loi ou presque stirement).

Pour définir ’ergodisme au sens strict on considére le cas d’un signal aléatoire station-
naire au sens strict. On sait que pour un tel signal les moyennes d’ensemble sont des nombres
certains. Lorsque la v.a. limite évoquée précédemment se réduit (au sens de la convergence
des v.a.) & un nombre certain égal & la moyenne d’ensemble on dit que le signal est ergodique
au sens strict [BLF53, p.113].

En pratique, on démontre ces conditions d’ergodisme (au sens large ou au sens strict) sur
la moyenne & fOT X (t,w)dt ou sur la covariance + fOT X (t,w) X (t — 7,w)dt. On parle alors
d’ergodisme (au sens large ou au sens strict) & ’ordre 1 ou a l'ordre 2.

Il existe une définition plus générale de ’ergodisme au sens strict [Bri81, p.43]. On
dit qu’un signal aléatoire stationnaire est ergodique au sens strict lorsque, quelle que soit la
fonction g a valeurs réelles telle que E [|g(X (¢, w)|] soit borné et quelle que soit la réalisation
X (t,wp), on a :

T
— la limite précédente est égale & la moyenne d’ensemble E [g (X (¢,w))].

T
— lim % [g(X (t,wp))dt existe et est indépendante de la réalisation wy,

Pour une sinusoide & phase aléatoire ¢ (w) la propriété d’ergodisme est totalement liée &
la répartition de la phase aléatoire [Pic93, p.184]. Prenons I’exemple du moment d’ordre 1. La
moyenne temporelle (% fOT X (t,wp) dt) tend vers zéro quand T tend vers +o00, quelle que soit
la réalisation wy, tandis que la moyenne d’ensemble E [X (¢,w)] n’est pas nulle pour certaines
lois de probabilité de ¢ (w).

Pour une sinusoide & phase aléatoire uniformément répartie sur l'intervalle [0,27[, on
trouve dans la littérature la démonstration de ’ergodisme au sens strict sur la moyenne

[Pic93, p.183] et sur la covariance [Pic93, p.226]. Nous démontrons l’ergodisme générale au
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sens strict de ce signal aléatoire stationnaire en annexe A.1.
En conclusion, une sinusoide & paramétres déterministes peut étre vue comme la réalisation
d’un signal aléatoire, stationnaire et ergodique au sens strict dont le paramétre aléatoire est

la phase a l'origine de densité de probabilité uniforme sur l'intervalle [0, 27].

1.4 Etude d’un couple de sinusoides & phase aléatoire

1.4.1 Stationnarité au sens strict

La définition de la stationnarité stricte s’étend facilement & un couple de signaux aléa-

toires [BLF53, p.418]. Un signal aléatoire & deux dimensions {X; (¢,w), X (t,w)} est conjoin-

tement stationnaire au sens strict lorsque, quelles que soient les valeurs {tg,t1,...,%;} en
nombre fini et les indices {ap,a1,...,a;} € {1,2}, la densité de probabilité conjointe de
{Xao (to+ 1,w), Xa1 (t1 + Tyw) ..., Xg;i (t; + 7,w)} est invariante par rapport a 7.

Considérons un couple de sinusoides X; (t,w) = A;sin (27 fit + ¢;) avec (i =1,2) d’am-
plitudes A; et fréquences f; déterministes et de phases ¢;, aléatoires indépendantes et uni-
formément réparties entre 0 et 27. Puisque les phases (donc les signaux) sont indépendantes,
la loi conjointe des variables aléatoires est le produit des lois de probabilité. La stationna-
rité stricte de chaque composante entraine donc la stationnarité conjointe au sens strict du
signal bidimensionnel {X; (¢,w), X (t,w)}. Ceci est vérifié quelles que soient les valeurs des

fréquences f;.

1.4.2 Ergodisme au sens strict

La définition générale de I’ergodisme au sens strict s’étend aussi facilement a un
couple de signaux aléatoires [Bri81, p.43]. Soit le signal bidimensionnel {X; (f,w), X2 (t,w)}
conjointement stationnaire au sens strict et g une fonction réelle de deux variables réelles. On
dit que { X (¢t,w), X2 (t,w)} est ergodique au sens strict lorsque, quelle que soit la fonction g
telle que E[|g(X; (t,w), Xk (t,w))|], {i,k} € {1,2} est bornée et quelle que soit la réalisation

a deux dimensions {X; (¢,wp), X2 (t,wo)}, on a :

T
— limpr— 400 7 [ 9(X; (£, w0) , Xj (t,wp)) d t existe et est indépendante de la réalisation wy,

{i,k} € {1,2}0
— la limite précédente est égale a la moyenne d’ensemble E [g(X; (t,w), Xk (t,w))], {i,k} €
{1,2}.

Considérons un couple de sinusoides X; (t,w) = A; sin (27 fit + ¢;) avec (1 = 1,2) d’ampli-
tudes A; et fréquences f; déterministes et de phases ¢;, aléatoires indépendantes et uniformé-
ment réparties entre 0 et 27. Nous démontrons en annexe A.2 que ce couple est conjointement
ergodique au sens strict sous 'hypothése que les fréquences f; vérifient :

h g avec {P,Q} €Z

f2



1.5. Conclusion

En conclusion, un couple de sinusoides & parameétres déterministes et de fréquences incom-
mensurables peut étre vu comme la réalisation d’un couple de signaux aléatoires, indépen-
dants, conjointement stationnaires et ergodiques. Nous pouvons donc appliquer & ce type de
signaux déterministes des outils statistiques (par exemple aux ordres supérieurs) et estimer

des mesures d’indépendance statistiques sur une réalisation.

1.5 Conclusion

Nous rappelons que le signal vibratoire d’une machine tournante est le résultat des phéno-
meénes de balourd, d’usure des roulements & bille, d’imperfection des engrenages et de forces
mécaniques créées par les champs magnétiques périodiques. A ce signal “utile” s’ajoutent des
bruits vibratoires liés aux sources aérodynamiques. En premiére approximation, nous consi-
dérons que le signal utile est porté par des fréquences pures (ou des sinusoides). Pour pouvoir
utiliser les méthodes de séparation de signaux fondées sur des mesures d’indépendance, nous
montrons qu’un couple de sinusoides & parameétres déterministes et de fréquences incommen-
surables peut étre vu comme la réalisation d’un couple de signaux aléatoires, indépendants,
conjointement stationnaires et ergodiques. En pratique on peut supposer que les signaux pos-
sédent des fréquences incommensurables surtout si I’on traite le signal par petites bandes de
fréquence (peu de composantes dans chaque bande). Nous avons donc donné dans ce chapitre
les conditions qui nous permettront d’estimer des mesures d’indépendance sur les signaux

expérimentaux par des moyennes temporelles sur une réalisation.






Chapitre 2

Problématique de la séparation de

signaux

2.1 Introduction

La séparation de signaux s’inscrit dans le cadre général d’un schéma de communication &
plusieurs émetteurs et plusieurs récepteurs. Les émetteurs ou sources' produisent des signaux
qui se propagent dans un milieu physique. Les récepteurs ou capteurs regoivent ces signaux
altérés. Le modele le plus général de propagation est un modéle non linéaire. Il semble mal-
heureusement trop complexe pour étre résolu. Des travaux récents ont pris en compte des
non-linéarités instantanées intervenant au moment de l'acquisition des signaux [TJ99| et qui
portent le nom de post-non-linéarités. Nous conservons ’hypothése classique d’un milieu de
propagation déterministe et linéaire. Ajoutons ’hypothése de stationnarité? tout en notant
que les méthodes adaptatives sont applicables lorsque le milieu n’est pas stationnaire. Les
altérations du signal proviennent de phénoménes de trajets multiples. Chaque capteur recoit
une contribution de toutes les sources. La superposition de ces contributions produit un signal
de mélange auquel s’ajoute une composante de bruit. L’objectif de la séparation de signaux
est de retrouver les sources avant mélange, ou de facon équivalente les filtres modélisant le
milieu de propagation. On a coutume de supposer que les bruits proviennent uniquement de
Pélectronique des capteurs. Ceci permet de les supposer gaussiens (grand nombre de causes
petites a effets additifs) temporellement blancs, mutuellement indépendants et de méme puis-
sance (calibration des capteurs). Nous serons amenés a abandonner cette modélisation qui
est rarement réaliste. En effet, dans de nombreuses situations réelles, des sources parasites ou
brouilleurs émettent des bruits qui se propagent vers I’ensemble des capteurs. Nous considé-
rons donc que les observations sont perturbées par des bruits pouvant étre spatialement et
temporellement corrélés et non nécessairement gaussiens.

Au paragraphe 2.2 nous formalisons le probléme qui vient d’étre décrit, a ’aide du modéle

'Par abus de langage les signaux émis par les sources sont eux-méme dénommés sources.
2 Au premier chapitre nous avons modélisé les sources de vibrations comme des sommes de fréquences pures

a phase aléatoire et nous avons montré sous quelles conditions elles sont stationnaires.
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convolutif. Nous présentons aussi le modéle instantané et le modeéle spectral. Au paragraphe 2.3
nous exposons les hypothéses minimales sur les signaux et les indéterminations qui leurs sont
associées vis-a-vis de chaque modéle. Ceci nous conduit directement & donner au paragraphe
2.4 une classification des problémes de séparation en fonction des hypothéses, de 'objectif
recherché et des connaissances a priori. Les problémes d’identifiabilité et de séparabilité sont
abordés au paragraphe 2.5. Pour que ce tour d’horizon soit plus complet nous indiquons au

paragraphe 2.6 comment mesurer la qualité de la séparation dans diverses situations.

2.2 Modéles de mélange

Devant 1’émergence actuelle des techniques numériques nous avons choisi de considérer
des signaux discrétisés en temps (variable ¢) et en fréquence (variable f). Nous supposons que
ns sources et n brouilleurs émettent des signaux en direction de n capteurs (avec ns < n).
Chaque capteur recoit un mélange des sources et un mélange des bruits. Dans le cas général les
bruits regus sont temporellement et spatialement corrélés. Bien que de nombreux algorithmes
ne prennent pas en compte la présence de bruit et que les autres considérent des bruits
spatialement et temporellement blancs, nous choisissons ce modéle qui est & nos yeux le plus
réaliste. En particulier, lorsque le réseau de capteurs a été sous-dimensionné (n < ng) alors
(ns — n) sources sont vues comme des bruits spatialement corrélés.

Nous présentons dans un premier temps le modéle convolutif qui est le modéle linéaire et
stationnaire le plus général. Nous donnons ensuite le modéle instantané qui est utilisé dans de
nombreuses méthodes, malgré son manque de généralité. Puis nous décrivons le modéle spectral
qui permet de représenter le mélange convolutif par des mélanges instantanés fréquentiels.

Enfin nous abordons le cas particulier du modéle de traitement d’antenne.

2.2.1 Modéle convolutif

Le milieu de propagation qui a été décrit en introduction se comporte comme un systéme
linéaire invariant dans le temps (SLIT). En absence de bruit il est caractérisé par les (n - ny)
réponses impulsionnelles h; (t) qui traduisent la propagation des sources vers les capteurs.
L’existence physique de ces filtres implique qu’ils sont causaux et stables. Le mélange non
bruité y; (t) recu par le iéme capteur est la somme des filtrées linéaires et homogeénes de

toutes les sources si, (t) vers ce capteur :

o o X tez
yi (8) =Y (hirx sk) (1) = D> ik (p) sk (t—p) { : (2.1)
k=1 k=1 p=0 i€ [1,n]

Ce mélange est perturbé par un bruit b; (¢) qui peut se modéliser comme la somme des filtrées

linéaires et homogenes de ny, bruits spatialement blancs notés ng () :

12
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o T I te?Z
(0= ) (0= 3 3 bglmng(t=m), 550 @2
q=1 qg=1m=0 )

Les mélanges non bruités et les bruits constituent respectivement les vecteurs y (¢) et b (¢)
de taille n x 1. Les signaux mesurés par les capteurs sont regroupés dans le vecteur r (¢) dont

I’écriture matricielle est :
—+00 —+00
r() =y () +b(t)=> Hys(t—p)+ > Lpn(t—m), teZ (2.3)
p=0 m=0

ou H,, est la matrice n x ng des coefficients h; (p), s (t) est le vecteur ng x 1 des sources a
'instant ¢, Ly, est la matrice nxn;, des coefficients l;; (m) et n () est le vecteur njx 1 des bruits
spatialement blancs émis par les brouilleurs. Pour que le probléme soit soluble, on suppose
que la matrice Hy est de rang plein. Si les composantes du vecteur n (¢) sont temporellement
blanches (en plus de la blancheur spatiale), les matrices Ly, déterminent complétement les
corrélations temporelles et spatiales des composantes de b (t). Lorsque ny, = n, Ly = I, et
L,, = 0 pour m # 0 on retrouve 'hypothése classique des bruits spatialement blancs.

La séparation de mélanges convolutifs peut s’appliquer & un grand nombre de problémes.
Les applications actuelles concernent essentiellement les mélanges non bruités ou faiblement
bruités. Lorsqu’ils sont pris en compte, les bruits sont supposés gaussiens et spatialement
blancs. Citons quelques domaines d’application : le rehaussement de la parole [NTJ95], la
séparation de signaux audio et de parole [Tor99] [WB99], les communications [RJ99], la sur-
veillance de machines tournantes [GCD99]| et le sonar [MBE97].

2.2.2 Modéle instantané

Un meélange est dit instantané s’il est sans mémoire, c’est-a-dire si H, = 0 pour p # 0, on

obtient alors :
r(t) =y (t)+b(t) =Hps(t) + b () (2.4)

Ce modéle est peu réaliste pour décrire une propagation sources-capteurs, en revanche il
est adapté a d’autres types de problemes. Citons ’extraction de composantes indépendantes
dans les images naturelles [ZL99], la décomposition d’images sur des bases de composantes
indépendantes pour le codage et la compression [PA99], la séparation de l'influence de la
température sur un capteur magnétique [PLJIT98].

Le modele instantané peut étre utilisé comme un modéle approché de propagation dans

deux situations particuliéres :

1. Lorsque les réponses impulsionnelles sont courtes devant la période d’échantillonnage? T,

(ou la période symbole T en communication numérique) et que les fonctions de transfert

®Dans le respect de la condition de Shannon ceci sous-entend que la bande passante des sources est petite

devant celle des filtres.
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sont constantes (en module et en phase) sur la bande passante des sources B;. Dans cette
situation, vis-a-vis des sources, les fonctions de transfert sont indéterminées en dehors
de Bs. On peut lever I'indétermination en les prolongeant en dehors de B;. Ceci signifie
que l'on choisit la classe des mélanges instantanés pour résoudre le probléme. Cette
modélisation a été utilisée avec succés pour des applications biomédicales concernant

les électro-encéphalogrammes [JMW™T99]| et les magnéto-encéphalogrammes [VSJO99).

2. Lorsque les sources sont & bande limitée relativement étroite autour d’une fréquence vy
élevée et que 1’on réalise une démodulation complexe pour procéder & des traitements en
bande de base*. En effet, en supposant que les fonctions de transfert évoluent lentement
autour de vy on obtient, aprés démodulation, le modéle instantané complexe

- It — e~ j2mrot
T(t)=H()5(t)+b(t) avec { 58 - Z((tt)) e]j27”’0t (2.5)

ou H (1) est la matrice des gains complexes des filtres a la fréquence 1y tandis que
T(t), S(t) et b (t) sont les vecteurs temporels complexes des observations, des sources
et des bruits ramenés en bande de base. Lorsque le spectre des sources est a symétrie
hermitienne autour de 1y on obtient, aprés filtrage passe-bas, un mélange instantané
réel. Le modele décrit par la relation (2.5) a été utilisé en communication ionosphérique
HF [CCC99], en communication mobile [FK99|, en radar [CM96], en surveillance d’aé-
roports [CCM93|, en identification de badges [DDC99|, et dans d’autres applications.
Il est important de remarquer que dans le cas de sources multi-bande étroite le mélange

convolutif ne peut plus étre approché par un seul mélange instantané mais par plusieurs.

2.2.3 Modéle spectral

Le modeéle spectral est déduit du modéle temporel par Transformée de Fourier en fréquence
réduite (TFR), lorsque les TFR existent pour tous les signaux. On obtient une succession de

mélanges instantanés fréquentiels :
rv)=yv)+b(r)=H({)s(v)+b(v), vel]-1/2,1/2] (2.6)

ou H (v) est la matrice des gains complexes des filtres a la fréquence v tandis que r (v), s (v)
et b (v) sont les vecteurs des observations, des sources et des bruits. Dans le cas général, on ne
peut pas garantir ’existence de la TFR pour tous les signaux du mélange. Il faut abandonner
cette transformée qui de toute fagon ne permet pas de réaliser la séparation & partir d’une seule
réalisation puisqu’elle ne fournit qu’une observation vectorielle & chaque fréquence. Pour ac-
céder & I'information statistique fréquentielle & partir d’une seule réalisation temporelle il faut
postuler la stationnarité et I’ergodisme et réaliser des Transformées de Fourier & Court Terme.
On sélectionne des tranches de N échantillons par une fenétre d’apodisation glissante ay (%).

Les signaux numeériques apodisés admettent une TFR car ils sont absolument sommables (les

‘L’intérét est de pouvoir utiliser de faibles cadences d’échantillonnage.
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échantillons ne prennent que des valeurs finies). On utilise en pratique la Transformée de Fou-
rier Discréte (TFD). En contrepartie de l’analyse a durée limitée le modeéle spectral obtenu
par TFD est quelque peu différent du modele décrit par la relation (2.6). En effet, la TFD
d’un produit de convolution linéaire n’est pas strictement égal au produit des TFD (voir en

annexe B.1). On obtient

N

()= An (D@ [ () +b (] +e (), e -5 +1.5] @D

ou An (f) est la TFD de la fenétre d’apodisation, ® est le produit de convolution circulaire,
r' (f), s’ (f) et b (f) sont les TFD des observations, des sources et des bruits sur la fenétre
temporelle [t,... ,t+ N —1], e’ (f) est un terme d’erreur qui traduit la différence entre le
produit de convolution linéaire et le produit de convolution circulaire associé & la TFD. Ce
modéle sous-entend que les réponses impulsionnelles des filtres sont de longueur inférieure a la
taille des tranches de TFD. Le terme d’erreur peut étre négligé lorsque ’énergie des réponses
impulsionnelles est faible devant ’énergie de la fenétre d’apodisation. Nous supposerons que N
est choisi suffisamment grand pour que ceci soit vérifié. On montre en annexe B.1 que le choix
de ’apodisation uniforme permet de simplifier substantiellement le modéle et de ’approcher
par :

' (f) = H(f)s' (f) +b' (f) (2.8)

—
yi(f)

Le mélange convolutif temporel est remplacé par une succession de mélanges instantanés
complexes. Cette approximation se justifie encore mieux en présence de sources multi-bande
étroite. En raison de ’analyse & durée limitée la notion de mélange est toujours présente dans
les canaux fréquentiel ; deux fréquences pures de fréquences proches ne sont pas dissociées.
Le nombre de composantes-sources présentes dans un canal fréquentiel dépend non seulement
du contenu spectral des sources mais aussi de la résolution choisie. Une étape d’estimation du
nombre de composantes est nécessaire.

Résumons les principales caractéristiques du modéle spectral :

— lopérateur de séparation doit étre appliqué sur les TFD non apodisés (apodisation
uniforme) pour que le mélange spectral (équation 2.8) soit valide.

— en raison de la résolution imposée par le nombre d’échantillons N des TFD, une étape
d’estimation du nombre de composantes-sources est nécessaire, dans chaque canal fré-
quentiel.

— pour des signaux stationnaires dont les multicorrélations & tous les ordres sont inté-
grables, la TFD de N v.a. temporelles fournit des v.a. fréquentielles asymptotiquement
gaussiennes lorsque N augmente. C’est le cas par exemple des signaux a supports de
multicorrélation finis [Bri81, p94]. Dans le cas des fréquences pures, dont les multi-
corrélations ont des supports infinis, V. Capdevielle a montré dans [Cap95, p35] la
non-convergence des TFD vers la gaussianité. L’emploi de statistiques d’ordre supérieur

reste justifié pour de tels signaux.
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— le choix de N doit permettre d’obtenir, dans chaque canal fréquentiel, moins de
composantes-sources que de capteurs tout en faisant un compromis entre le terme d’er-
reur e’ (f), le cotit de calcul et le risque de gaussianisation (si les sources ne sont pas
strictement sinusoidales).

— en raison des indéterminations du modeéle spectral (paragraphe 2.5.5) il ne suffit pas de
traiter les mélanges instantanés fréquentiels séparément. D’une part des permutations
apparaissent d’un canal fréquentiel au suivant (paragraphe 2.5.5) et il faut déterminer
un filtre de réorganisation qui corrige ces permutations. D’autre part les signaux sources
étant normalisés en puissance dans chaque canal fréquentiel®, une étape de récupération
des phases et des amplitudes, est nécessaire pour connaitre les sources telles qu’elles ont
été recues sur chaque capteur.

— le modéle spectral est particuliérement bien adapté aux signaux qui ont une dyna-
mique spectrale importante. La ol le modéle convolutif aurait tendance & privilégier les
composantes spectrales les plus énergétiques le modéle spectral, lui, s’affranchit de la
dynamique.

— le modéle spectral fonctionne tout aussi bien lorsque le mélange temporel est instantané
que lorsqu’il est convolutif, ce qui permet de s’affranchir du choix d’un modele.

— la séparation dans le domaine fréquentiel consiste a réaliser des produits de TFD dans
chaque canal fréquentiel. En revenant dans le domaine temporel un phénoméne tran-
sitoire apparait. Il est di & la convolution circulaire des observations et des réponses
impulsionnelles des filtres de séparation. Si le filtre inverse est causal et que sa réponse
impulsionnelle est courte le phénomeéne transitoire n’apparait qu’au début de chaque
tranche. Il peut étre limité en supprimant les premiers échantillons de chaque tranche,
lorsqu’elles se recouvrent temporellement. On peut aussi choisir de ne pas réaliser les
opérations de séparation dans le domaine fréquentiel mais simplement d’utiliser le mo-
dele spectral comme un moyen d’obtenir l'opérateur de séparation (il se pose alors le
probléme de la détection et correction des permutations d’un canal fréquentiel & I'autre).
Cet opérateur peut ensuite étre transposé dans le domaine temporel par TFDI et la sé-
paration peut étre obtenue par une convolution linéaire.

— les v.a. obtenues par TFD sont des variables aléatoires circulaires complexes (VACC)

[Pic94| [Com94a]. Ceci conduit & ne pas utiliser des cumulants du type

Cumlr! (1) oot (1), () ot (1))

P q#p

dans lesquels le nombre de termes conjugués est différent du nombre de termes non
conjugués. Ceci allege la charge de calcul des méthodes basées sur l’estimation des

cumulants. La définition des cumulants est rappelée en annexe B.2.

5C’est la période du battement en amplitude autour de 1 qui différencie les sources dans un méme canal

de fréquence.
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2.2.4 Cas particulier du traitement d’antenne

La problématique du traitement d’antenne est particuliére. On suppose souvent que les
sources sont en champ lointain® ce qui permet de considérer que les fronts d’ondes incidents
sont plans. Les signaux émis par les sources ponctuelles sont des grandeurs temporelles notées
sk (t). Les signaux regus sont des grandeurs spatio-temporelles y; (t) = y (£, %;,0;) ou t est
I'instant de mesure, x; le vecteur position du capteur i et ; le couple d’angles (site, azimut)
définissant la position angulaire de la source k. En effectuant la TFD des signaux spatio-
temporels entre les instants ¢ et (¢ + N — 1) on obtient des signaux spatio-fréquentiels. Le

vecteur des observations spatio-fréquentielles bruitées est donné par

) =S a (D (4B (), fe -5 1] (29)
k=1

Le scalaire s'}c (f) désigne 'amplitude complexe de la source k au canal fréquentiel f en tenant
compte de la fréquence réelle vy de la source (v est proche de %) Le vecteur ay, (f) de taille
n X 1, dénommé vecteur source ou encore vecteur directionnel, décrit la propagation entre la
source k et tous les capteurs. La géométrie du réseau de capteurs étant connue, il est possible
d’exprimer le retard de propagation 7; (6)) de la source k au capteur i, par rapport au premier

capteur (référence). Le vecteur-source k s’écrit alors :

1
e—ﬂﬂ%m(mﬂkﬂ/k)

ay, (f) = Hy (f) : (2.10)

e_jQﬂ-%Tn (xnagknl/k')

ou Hy (f) est le gain complexe caractérisant la propagation de la source k vers I'antenne. Il

est possible de normaliser le vecteur des sources en imposant Hy (f) = —-.

vn

On rencontre essentiellement deux types de problémes en traitement d’antenne :

— les problémes du type radar/sonar ou l'on cherche a déterminer (par goniométrie ou
formation de voies) les directions d’arrivée des plans d’ondes et la puissance des sources.

— les problémes de type communication radio-mobile ol I’on cherche & séparer des signaux
dans une bande étroite autour d’une fréquence vy. Dans ce cas le modeéle spectral peut

étre remplacé par le modeéle instantané complexe

F(t) = AS(t) + b (t) (2.11)

ou A =[a; (1g),...,an, (0)] est la matrice des vecteurs directionnels.
On suppose souvent que 'antenne est un réseau rectiligne de capteurs équidistants (figure

2.1) et que les sources et les capteurs sont dans un méme plan (les paramétres 6 sont alors

5Ce modéle ne peut étre utilisé qu’en absence de réflecteurs proches, comme par exemple en communication

satellitaire ou en radar aérien.
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CHAPITRE 2. Problématique de la séparation de signaux

des scalaires). Dans ce cas les vecteurs directionnels se mettent sous la forme

1
1 efj(pk A 1 0
ay (1) = 7 _ avec (pp = QWVO%FIC) (2.12)
: miliew
efj(nfl)(pk

Ol Cilien, €St la célérité du milieu et A est ’écart entre les capteurs.

e -
z oo
e//
o@/
Bk /’/
_- " \Asing,
> o .
// O | A | X
l———p

F1G. 2.1: Antenne rectiligne de capteurs équidistants

Lorsque la géométrie des plans d’onde est inconnue ou que le phénomeéne de multi-trajets

est important, on fait appel aux techniques de séparation de signaux.

2.3 Principe de la séparation de signaux

2.3.1 Idées générales

Pour la discussion qui va suivre il est commode d’unifier tous les mélanges linéaires sous

la représentation
r(t) =[H(z)]s(t) + b(t) (2.13)

ou H(z) = Ezio(? H;z~' est la fonction de transfert multidimensionnelle contenant les Trans-
formées en Z des réponses impulsionnelles sources-capteurs. Dans le cas d’un mélange instan-
tané la matrice H (2z) se réduit a la matrice constante Hy. La séparation de signaux est une
opération de filtrage (figure 2.2) qui consiste a déterminer et appliquer un filtre multidimen-
sionnel G (z) au vecteur d’observation r, pour estimer le plus fidélement possible le vecteur

d’entrée s.

On distingue différents problémes de séparation de signaux selon les connaissances dispo-
nibles pour déterminer G (z). Nous aborderons ce sujet au paragraphe 2.4. Les hypotheéses
communes & tous les problémes de séparation sont :

— H; : la matrice H (2) est de rang plein dans les colonnes (i.e. inversible & gauche),

— Hs : les sources sont mutuellement indépendantes,

— Hs : les sources sont indépendantes des bruits.
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2.3. Principe de la séparation de signauz

i’
> HE () 6@ =

Fic. 2.2: principe de la séparation de sources

2.3.2 Séparation en absence de bruit

En absence de bruit, le filtre recherché est la pseudo-inverse de H (z), notée H (2).
Le couple ([H(2)],s) aboutissant au mélange y n’est pas défini de maniére unique, c’est le

probléme de la non identifiabilité intrinséque. En effet, il est possible d’écrire :

y () =[H(z)D™" (2) P~ (2)] - [P (2) D (2)]s(#) (2.14)

P (z) : matrices de permutations ns X ng
e D (z) : matrices diagonales ng X ng
Algébriquement, il existe un ensemble de filtres G (z) qui peuvent étre interprétés comme
I'inverse d’une matrice de mélange et dont le vecteur de sortie x peut étre vu comme un
vecteur de sources. P. Comon [Com94b|, D. Yellin et E. Weinstein [YW94| ont montré que
rendre les composantes de x indépendantes (hypothése Hs) permet de trouver un filtre qui
fournit une reconstruction du vecteur s. Ce filtre n’est pas unique, il appartient a la classe

des filtres séparateurs définie par

G={G(2), x(t)=[G(2)]y(t) =[P (2)D(2)]s(t)} (2.15)

Les sources sont identifiées aux indéterminations prés portées par G (z), différentes selon
le modéle de mélange. Nous détaillerons ces indéterminations au paragraphe 2.5.1 et nous
montrerons comment elles peuvent étre réduites ou supprimées si I’on dispose de connaissances

supplémentaires sur le mélange et/ou sur les signaux ou si I’on impose des conditions.

2.3.3 Séparation en présence de bruit

Aprés lidentification de H# (2) et la séparation, nous obtenons le vecteur x (t) a ng
composantes. Chaque composante ne contient qu'une seule source additivement bruitée par
des composantes de bruits spatialement corrélées. En occultant les matrices P (z) et D (z),

on obtient :

x () = [H# (z)] r(t) =s(t) + [H# (z)] b (t) (2.16)

Les composantes du bruit en sortie sont généralement corrélées puisque la matrice de cova-
riance des termes de bruit est égale & [H# (2)] Rpp [H? (z)]+ Si l'identification de H (2)

est précise mais que le niveau de bruit est trop élevé, on ne pourra profiter de la qualité de
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CHAPITRE 2. Problématique de la séparation de signaux

restitution des sources. On peut donc souhaiter effectuer une réduction de bruit, méme au
prix d’une dégradation des performances de séparation. Deux situations se présentent :

— si on ne dispose pas de références bruit-seul et si n = ng, il faut utiliser les (ns—1) sorties
restantes pour débruiter chaque sortie. Le traitement détériore la qualité de la séparation
puisque ’on re-mélange partiellement les sources pour augmenter le RSB de chaque
sortie. Un tel choix est intéressant dans certaines applications. Pour choisir le meilleur
compromis entre séparation et débruitage, il faut redéfinir le séparateur en introduisant
la notion de Rapport Signal & Bruit plus Interférences. On appelle interférence pour la
source k toute contribution d’une source [ (I # k) sur la méme sortie du séparateur
[Che95]. On appelle Rapport Signal & Bruit plus Interférences de la source k le rapport
entre la puissance de la source k et la somme des puissances des bruits et des autres
sources sur la méme sortie. Comme les composantes de bruits de x (f) sont corrélées,
on peut améliorer le Rapport Signal & Bruit plus Interférences RSBI,, pour chaque
source k. On appelle séparateur optimal et on note G (z), I’ensemble des ng filtres
séparateurs qui maximisent le RSBI (SINR en anglais) de chacune des sources estimées.
Le séparateur optimal est unique a une matrice diagonale D (z) et de permutation P (z)
prés. Les colonnes du séparateur G(z) correspondent aux filtres adaptés spatiaux des

différentes sources regues [Che95] :
G(z)=R;'H(2)D (2)P (2) (2.17)

ou Ry est la matrice de covariance des observations. Le filtre adapté spatial (FAS)
a été concu pour un probléme de traitement d’antenne dans lequel les colonnes de
H(z) sont déterminées par goniométrie (détermination des phases), par une mesure de
puissance recue dans chaque direction et par des connaissances a priori sur l'antenne
(détermination des gains). Dans le probléme de séparation de signaux, nous n’avons
aucune connaissance a priort et le séparateur optimal ne peut étre calculé sans avoir
effectué au préalable la séparation de signaux pour disposer de H (z).

Notre apport & ce sujet est donné au chapitre 5 ot nous montrons que le séparateur
optimal est équivalent & une étape de séparation de signaux suivie d’un systéme de
soustraction de bruit multi-références [WGCT75] [JGC89]. Le filtre est un filtre de

Wiener multidimensionnel classique [Wie49).

— si le nombre de capteurs n est supérieur au nombre de sources ng, des références bruits
seuls sont accessibles. L’opération de réduction de bruit n’introduit pas d’interférences
entre les sources estimées. Dans ce cas une premiére étape de projection sur les sous-
espaces signal et bruit (Analyse en Composantes Principales) permet de séparer 'in-
formation totale sur les sources de celle sur les bruits. On obtient ng combinaisons
orthogonales des sources perturbées par du bruit et (n — ng) sorties ne contenant que
des combinaisons linéaires des bruits [Mer76|. Une deuxiéme étape permet d’identifier

complétement H# (2) et de séparer les sources dans les n, premiéres sorties. Nous avons
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alors ng voies ne contenant qu’une seule source additivement bruitée par des compo-
santes de bruits spatialement corrélées et (n — ns) voies ne contenant que des bruits. Il
est alors possible d’utiliser ces (n — ns) derniéres voies comme références bruit-seul et
de débruiter au mieux les ng premiéres sorties sans termes d’interférences avec d’autres
sources. Le critére utilisé ici est de maximiser la puissance de la source estimée sur
chaque voie, vis-a-vis du bruit sur cette sortie. Comme précédemment décrit, il est aussi
possible d’augmenter le Rapport Signal a Bruit plus Interférences en utilisant (ns — 1)

sorties “séparées” et (n — ngy) références bruit-seul.

2.4 Les problémes de séparation et leurs hypothéses

2.4.1 Vue d’ensemble sur les mélanges linéaires

Il existe deux problémes associés aux mélanges linéaires :

— Didentification qui consiste & estimer le filtre matriciel H (z). Lorsque les entrées sont
observées on parle d’identification entrée-sortie. Lorsqu’elles ne sont pas observées on
parle d’identification aveugle (traitement d’antenne ou identification de filtres).

— la déconvolution scalaire (mono-capteur) ou vectorielle (multi-capteurs) qui consiste a
estimer directement le filtre inverse H# (z). De méme on parle de déconvolution aveugle
lorsque les entrées ne sont pas observées. On remplace alors ’observation des entrées
par la connaissance de leur statistique. L’objectif est de retrouver les signaux d’entrée.

L’application typique est ’égalisation aveugle en communication.

Le terme général séparation de signauxr désigne quant & lui un sous-probléme de la décon-
volution aveugle. Il s’agit d’estimer un filtre G (z) qui inverse le mélange & quelques indéter-
minations prés, le but essentiel étant de retrouver les signaux avant sommation. On comprend
alors que les hypothéses formulées sont moins fortes que pour la déconvolution aveugle. En
particulier les ddp des sources ne sont pas connues. Les hypothéses Hi, Ho et H3 qui ont été
énoncées au paragraphe 2.3 sont communes & tous les problémes de séparation. Pour simplifier
Pécriture des algorithmes on ajoute H4 et pour les algorithmes blocs (i.e. non adaptatifs) on
ajoute Hs et He.

— Hy : les signaux sont centrés,

— Hs : les signaux sont stationnaires,

— Hg : les signaux sont ergodiques.

On distingue trois sous-problémes en séparation de signaux :

— la séparation aveugle de sources (SAS) qui concerne les mélanges convolutifs et qui
n’exploite pas la corrélation ou le spectre des sources (on ne peut pas séparer la signature
spectrale du signal de celle des filtres de propagation),

— la séparation de sources (SS) qui concerne les mélanges instantanés et qui exploite
éventuellement la corrélation ou le spectre des sources

— Danalyse en composantes indépendantes (ACI) qui concerne les mélanges instantanés de
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variables aléatoires.

Nous allons & présent définir ces différentes situations et les conditions de leur résolution.
Nous présenterons ensuite ’approche originale qui a été la nétre pour résoudre un probléme
convolutif fortement bruité en exploitant la cohérence temporelle de signaux issus du modéle

de sources sinusoidales.

2.4.2 La séparation aveugle de sources

L’emploi du terme aveugle en séparation de signaux a un sens plus précis que celui qui a été
donné pour l'identification et la déconvolution [Com95]. Il désigne un probléme qui n’utilise
aucune connaissance a priori sur la nature des sources et sur les transferts sources-capteurs.
Ceci oblige & considérer que le mélange est convolutif et de ce fait la cohérence temporelle des
sources ne peut étre exploitée puisque, dans le cadre du mélange convolutif, les sources sont
connues & un filtrage prés (voir au paragraphe 2.5.1). On utilise & la place de la cohérence
temporelle 'information statistique & un ordre supérieur & 2. Cet ordre est au moins égal & 4
pour pouvoir prendre en compte les v.a. dont les cumulants d’ordre 3 sont nuls pour des ddp

symétriques. Le probléme est soluble sous la condition :
— Cy : il y a au plus une source gaussienne

Dans la pratique on utilise rarement des statistiques d’ordre supérieur & 4 et ’on a alors

besoin d’une condition pour différencier les sources des bruits a ’ordre 4 :

— Cg : les bruits sont gaussiens,

— Cs : les bruits sont iid”.

2.4.3 La séparation de sources

Ce probléme concerne le mélange instantané qui, contrairement au mélange convolutif, ne
modifie pas la cohérence temporelle des sources [LAC97]| [Com95]. Une condition est toutefois
requise pour discriminer les sources :

— Cy : les fonctions de corrélation des sources doivent étre distinctes.

Les traitements sont réalisés a ’ordre 2. Les sources peuvent étre gaussiennes. La plupart
des méthodes supposent que le mélange est non bruité. Dans le cas contraire, pour discriminer
les sources des bruits a 'ordre 2, on ajoute les conditions suivantes :

— Cs : les sources sont modélisées (module constant, signaux de communication...),

— C3 : les bruits sont iid,

— Cy4 : les bruits sont spatialement blancs®.

"Un signal iid est une séquence de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
8Cette condition est extrémement forte : les bruits sont supposés indépendants et de méme puissance de

capteur a capteur
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2.4.4 L’Analyse en Composantes Indépendantes

Dans de nombreuses situations le mélange est instantané mais on ne peut exploiter la
cohérence temporelle des sources. C’est le cas lorsque les sources ne sont pas modélisées. On a
alors un probléme d’analyse de données qui n’exploite pas le fait que des échantillons successifs
appartiennent 3 un méme signal. Ce probléme est nécessairement résolu aux ordres supérieurs,
sous les conditions suivantes :

— Cy : il y a au plus une source gaussienne,

— Cq : les bruits sont gaussiens,

— (3 : les bruits sont iid,

— Cy4 : les bruits sont spatialement blancs.

2.4.5 Notre approche

Nous traitons le probléme d’un mélange convolutif de sources modélisées comme des
sommes de fréquences pures. Les conditions C3 et C4 qui supposent la blancheur temporelle
et spatiale des bruits ne sont pas vérifiées. La solution que nous proposons se place dans le
domaine fréquentiel pour disposer de mélanges instantanés dans chaque canal fréquentiel et
exploite la cohérence temporelle des sources en utilisant des informations & différents retards.
Nous supposons que les fonctions de corrélation des sources sont toutes distinctes et que les
sources sont des sommes de fréquences pures.

Nous imposons une condition peu restrictive sur les bruits : les supports de corrélation
des bruits sont inférieurs a ceux des sources. Dans ces conditions, nous pouvons réaliser la
séparation dans des conditions de bruit sévéres :

— niveaux de bruit importants,

bruits non nécessairement iid,

— bruits spatialement corrélés,

ddp des bruits quelconques.

2.5 Identifiabilité et séparabilité

Les modeéles de mélange précédemment décrits par les relations (2.3), (2.4) et (2.6)
contiennent des éléments fondamentalement non identifiables et des éléments non identifiables

seulement & l'ordre 2 pour certains types de sources [LAC9T7].

2.5.1 Non identifiabilité intrinséque

Dans le cas du mélange instantané décrit par (2.4) :

r(t) = Hos (t) + b () (2.18)
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La forme de cette relation est inchangée si on multiplie une quelconque des composantes du
vecteur des sources par une constante, et si ’on divise la colonne correspondante de la matrice
de mélange par la méme constante. L’amplitude, ou la puissance, des sources est donc non
identifiable.

Dans le cas du mélange spectral (équation 2.6),

r' (f) =H(f)s(f) +b(f), f€]-N/2+1,N/2] (2.19)

la constante multiplicative arbitraire est un nombre complexe qui modifie 'amplitude et la
phase des sources. Comme on a un gain complexe & chaque canal traité on ne peut restituer
les sources qu’a un filtrage prés.

Par ailleurs les modeles instantané (équation 2.4), spectral (équation 2.6) ou convolutif
(équation 2.3) sont inchangés si ’on permute l'ordre des sources et des colonnes correspon-

dantes de H (z). Il y a donc une indétermination intrinséque sur l’ordre des sources estimées.

2.5.2 Non identifiabilité & ’ordre deux

Les techniques classiques (Analyse en Composantes Principales) cherchent a identifier la
matrice (ou les filtres) de mélange en utilisant la matrice de covariance pour le retard 0 ou la
matrice spectrale des observations. Calculons par exemple la matrice spectrale d’un mélange
spectral non bruité.

Considérons le mélange spectral au canal f. Dans la suite de ’exposé, nous omettons la

notation fréquentielle (f).
r' = Hs'

Pour lever I'indétermination sur la puissance des sources, nous reportons celles-ci dans la

matrice de mélange H, de sorte que la matrice spectrale des sources est :
Ry = E [st st+] ~ 1,
La matrice spectrale des observations R, est définie par :
R.,.=E [rt r! +}

ol ()+ désigne le transposé-conjugué. En raison de la normalisation des sources, elle s’écrit

en fonction de la matrice de mélange des sources H :

R, = HHT

La matrice H, comme toute matrice rectangulaire, admet une décomposition en valeurs

singulieres [GL83, p 16] de la forme
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H = UAY?1, (2.20)
ou :
: matrice unitaire de dimension n X n
U t t de d X
A2 . matrice diagonale de dimension n X ng
11 : matrice unitaire de dimension ng X ng

Dans le cas ou le nombre de capteurs est supérieur au nombre de sources, la matrice
diagonale posséde une forme particuliére : ses (n — ng) derniéres lignes ne possédent que des
zéros. Les autres lignes contiennent les valeurs singuliéres rangées par valeurs décroissantes.
Ici, H est supposée de rang plein dans les colonnes. Les valeurs singuliéres sont toujours

strictement positives (par construction) :

VAL 0

A2 = - avec Ap>...> A\, >0.
0 vV An,

o --- 0

Dans la décomposition en valeurs singuliéres (DVS) de H, les (n — ns) derniéres colonnes
de U sont indéterminées. La seule contrainte est que ces (n — ng) derniéres colonnes de U
soient normalisées, qu’elles soient orthogonales aux ng premiéres colonnes et orthogonales
entre elles puisque la matrice U est unitaire. Identifier H revient alors & identifier les (ng)

premicéres colonnes de U ainsi que les matrices AY2 et II.

En introduisant la décomposition en valeurs singuliéres (DVS) de H dans I'expression de
la matrice spectrale des observations, on obtient la décomposition en valeurs propres (DVP)

de la matrice spectrale Ry :
R, = UAU™" (2.21)

. T .
U représente la matrice des vecteurs propres de Ry et A = Al/2. (AI/ 2) la matrice des
valeurs propres. L’écriture (2.21) peut se réduire sous la forme (2.22) ot ’on conserve dans
V uniquement les ns; premiéres colonnes de U et dans A uniquement les ng premiéres lignes

et colonnes de A.

V de taille n x ng (2.22)

R, = VAVT  avec .
A de taille ng X ng

En effet, la Décomposition en Valeurs Propres (DVP) de la matrice interspectrale des
observations se met sous la forme (2.23) ot V* de taille n x (n — n,) est une base du sous-

espace orthogonal complémentaire & V.

\'as A
R,, =UAUT =]V, V] A avec A = 0 2.23
+
vt 00
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Nous voyons avec cette écriture que les seuls éléments identifiables de la matrice de mélange
a partir de Ry sont V et A. Pour obtenir H il reste une matrice unitaire II de dimension ngxng
a identifier. La matrice de mélange n’est pas identifiable & 'ordre 2 en utilisant seulement la
matrice de covariance au retard nul pour le mélange instantané ou la matrice spectrale pour
le mélange spectral. Dans ce dernier cas 'indétermination existe a chaque canal fréquentiel
f- Ceci implique qu’a Pordre deux, les sources mélangées convolutivement ne peuvent étre
déterminées qu’a un filtre matriciel pres II(¢). Si les sources sont temporellement corrélées
et de fonctions de corrélation différentes, nous verrons dans le chapitre 3 qu’il est possible
d’identifier totalement H & partir de matrices de covariance pour plusieurs retards.

La détermination de la matrice H ne permet pas de retrouver les sources telles qu’elles
étaient avant le mélange, mais au mieux de retrouver les signaux vus par les capteurs avant
sommation. C’est le probléme des indéterminations que nous allons exposer maintenant. Nous

verrons que chaque modéle de mélange posséde ses propres indéterminations.

2.5.3 Indéterminations du modéle convolutif

Pour chacun des modéles les indéterminations sont la conséquence de la non identifiabilité
intrinséque. Dans le cadre du mélange convolutif, ’équation (2.1) peut étre remplacée par
n ’
- ’ h. (t) = h'k * gk t
y; (t) = Z (hik * 52) (t) avec ,zk( ) (_zl ) (£)
si (t) = (g5, ' *s1) (1)

k=1

(2.24)

oil gy (t) est un filtre causal inversible et inversement causal et g; ' () est son inverse. Les
sources indépendantes sont donc déterminée & un FLH pres. Il existe toute une famille de
couples (h;k, s%) pouvant étre solution de ’équation (2.1). Pour lever partiellement I'indéter-
mination, on impose une contrainte. On recherche souvent des sources normalisées en puis-
sance. Les sources sont alors déterminées & un filtre prés de puissance égale a 'unité. Lorsque
le nombre de capteurs est égal au nombre de sources, une autre contrainte couramment uti-
lisée impose pour chaque composante y; (), un filtre h;-k (t) égal a 'impulsion de Dirac § ().
Physiquement, ceci signifie que chaque capteur a été placé prés d’une source qu’il regoit direc-
tement tandis qu’il recoit des filtrées des autres sources. Aprés séparation, une intercorrélation
entre les estimées et les capteurs suivie d’'une comparaison des niveaux d’énergie permet de

retrouver les sources brutes.

2.5.4 Indéterminations du modéle instantané

Dans le cadre du mélange instantané (2.4) les sources ne sont déterminées qu’a un gain et
une permutation prés. En effet, si H# de taille (ns x n) est la pseudo-inverse de la matrice de
mélange, si P est une matrice de permutation (ns x ng) et D une matrice diagonale (ns x ng)
de gains réels positifs, alors toutes les matrices de la forme G = PDHO# sont des matrices
séparantes. Les composantes du vecteur 8 = Gy = PDs sont indépendantes. Il existe donc

toute une famille “virtuelle” de sources. Pour résoudre le probléme, on impose généralement
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une contrainte supplémentaire. On recherche souvent des sources normalisées en écrivant le

mélange sous la forme :

H' = HyR./?

s' (t) = Res’/’s (1) (2.25)

r(t) =H's'(t) avec {

Comme pour les mélanges convolutifs, si le nombre de capteurs est égal au nombre de
sources, une autre contrainte couramment utilisée impose la diagonale de la matrice recherchée
égale & 1. Physiquement, ceci signifie que chaque capteur a été placé prés d’une source qu’il

recoit directement.

2.5.5 Indéterminations du modéle spectral

Dans le cas du modéle spectral, les sources sont déterminées & un gain complexe et & une
permutation prés, ceci pour chaque fréquence. Ceci modifie & la fois ’amplitude et la phase des
sources. Comme précédemment, nous pouvons imposer une normalisation de la puissance des
sources recherchées. On obtient donc un spectre normalisé & toutes les fréquences. 11 s’agit d’un
spectre générique. On peut retrouver le spectre des sources vues sur un capteur particulier
en réalisant une opération d’intercorrélation entre la source estimée normalisée et un capteur
particulier [Cap95, p35|. Par contre, la permutation éventuelle d’une fréquence a 'autre est
trés génante. Des méthodes ont cependant été développées pour réassocier les composantes

spectrales d’une méme source [Cap95, p35] [WP99].

2.5.6 Conclusion

Les techniques de séparation de sources ne permettent pas de retrouver les sources telles
qu’elles étaient avant le mélange, mais au mieux de retrouver les signaux vus par les capteurs

avant sommation.

2.6 Mesure de ’acuité de la séparation

La mesure des performances des séparateurs ne peut s’effectuer qu’en simulation. On
distingue le cas non bruité ou 'efficacité de la séparation est totalement liée & I'identification
de la matrice de mélange H(z) et le cas bruité ou la qualité de la restitution d’une source est
directement liée au rapport Signal & Bruit ou Signal & bruit plus Interférences apres séparation
[Che95].

Dans le cas non bruité, on définit le taux de réjection Iy, [Car96] comme étant la puissance
relative de la g-éme source dans l’estimée de la k-éme source. Prenons le modéle d’un mélange
instantané. Dans le cas ou l'on ajoute une contrainte de sources normalisées, le taux de
réjection se calcule en fonction de la matrice de mélange H et du séparateur G. Le séparateur
optimal estimé est égal soit a I'inverse de H, H™! (pour n = ny), soit & la pseudo-inverse de

H, H# (pour n > ny). Le systéme global Z = GH est théoriquement une matrice identité a
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une permutation signée prés. Le Taux de Réjection de la g-éme source dans 'estimée de la

k-éme s’écrit en fonction du systéme global (2.26) aprés correction des permutations :

_ | qu |2
| Z 2

Tig (2.26)
On définit aussi la diaphonie résiduelle (en dB) [Jut96] pour une source k qui est 'opposée

du Rapport Signal & Interférences :

Eq;ﬁk | Zyq |2

Dy = —101log( T

(2.27)
Le Taux de Réjection I}, (2.26) se définit entre deux sources g et k, contrairement au rapport
Signal & Interférences ou le dénominateur est égal a la somme des puissances de toutes les
interférences dans la sortie courante (q # k).

Dans le cas bruité, nous avons donné au paragraphe 2.3.3 la définition du Rapport Signal

a Bruit plus Interférences utilisé pour quantifier les performances du séparateur [Che95|.

2.7 Conclusion

L’objectif de la séparation de signaux est de déterminer un séparateur qui consiste soit en
une matrice séparante (mélange instantané temporel) soit en une série de matrice séparantes
(mélange spectral) soit en un ensemble de filtres linéaires et homogenes (mélange convolutif).
Nous avons présenté le modeéle spectral qui semble le mieux adapté au type de signaux que
nous souhaitons traiter (signaux de machines tournantes) puisque leur dynamique spectrale
est trés importante. Il faut cependant nuancer le propos en précisant les contraintes que ce
choix impose. En effet il faut estimer le nombre de sources et les séparer dans chaque canal de
fréquence puis corriger les permutations sur ’ensemble des canaux. Nous devons en particulier
développer un estimateur du nombre de composantes-sources dans un canal de fréquence.
Comme nous n’imposons pas, pour des raisons pratiques, la blancheur temporelle et spatiale
des bruits cet estimateur doit étre insensible & la corrélation spatiale des bruits. Nous voulons
aussi définir une méthode de séparation de sources efficace sur des signaux fortement bruités,
avec des bruits non spatialement blancs contrairement & I’hypothése classique. Enfin, nous
avons indiqué qu’au chapitre 5 nous démontrerons que le séparateur optimal peut se formuler

par une étape de séparation suivie d’une étape de réduction de bruit.
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Chapitre 3

Panorama des techniques de

séparation de signaux

3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre un panorama des principales techniques de séparation
de signaux. La plupart traitent le cas du mélange instantané, le probléme convolutif pouvant
étre remplacé par une succession de problémes instantanés fréquentiels. Nous exposons les
principes généraux aboutissant aux algorithmes de séparation.

Nous abordons d’abord les techniques dites orthogonales qui découpent le probléme en
deux parties : blanchiment par Analyse en Composantes Principales (ACP) (projection sur
le sous-espace signal) puis estimation d’une transformation unitaire (recherche de la base ini-
tiale). Nous faisons un rappel sur ’ACP au paragraphe 3.3 pour montrer ses limitations et son
manque de robustesse aux hypotheéses. Ceci explique la fragilité des techniques orthogonales
en contexte bruité. Nous verrons dans les chapitres suivants comment remédier & ces incon-
vénients pour des sources temporellement corrélées. Les algorithmes de séparation que nous
présentons ensuite permettent tous de réaliser la seconde étape des techniques orthogonales.
Certains d’entre eux sont néanmoins capables de réaliser la séparation directement sans pré-
traitement par ACP. Il a été montré [Com94b]| que la résolution du probléme de séparation
est équivalente & l'inversion du systéme observé, sous la contrainte que les sources estimées
sont les plus indépendantes possibles, ce qui revient & un probléme d’analyse en Composantes
Indépendantes ou ACI (paragraphe 3.4). L’hypotheése de sources indépendantes est alors né-
cessaire. La matrice de mélange est identifiée en maximisant une fonction de contraste qui
mesure 'indépendance entre les sources estimées. Nous rappelons dans ce méme paragraphe
quelques mesures d’indépendance et fonctions de contraste classiques utilisant les ddp ou les
statistiques d’ordre supérieur (SOS). Nous indiquons au paragraphe 3.5 que si les sources sont
temporellement corrélées, les statistiques d’ordre 2 suffisent pour réaliser la séparation en ex-
ploitant I'information & différents retards. Nous consacrons un paragraphe aux techniques qui
traitent directement le mélange convolutif en temps (paragraphe 3.6). Le cas des mélanges

bruités est discuté au paragraphe 3.7. Enfin, nous présenterons au paragraphe 3.8 la méthode
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qui nous semble la mieux adaptée au traitement de signaux vibratoires et que nous allons

développer dans les chapitres suivants.

3.2 Les techniques orthogonales

Ces techniques exploitent les notions de sous-espace signal et sous-espace bruit qui ont
été introduites par Mermoz dans le probléme du traitement d’antenne [Mer76]. Ces méthodes
ont ensuite été reprises en séparation de sources oil le réseau de capteur a une géométrie
quelconque. Le cadre de travail est celui d’un mélange instantané au canal fréquentiel f. La
TFD du vecteur d’observation r (t) obtenue entre les instants t et t + N — 1 est notée r’ (f).

Pour simplifier, nous omettons la notation f :
r' =Hs' +b' =y’ + b’ (3.1)

On note n le nombre de capteurs et ¢ le nombre de sources présentes au canal f. Pour lever
I'indétermination sur la puissance des sources, il est toujours possible de reporter la puissance

des sources dans la matrice de mélange H, de sorte que la matrice spectrale des sources soit :
Rss = Ic
La matrice H supposée de rang ¢ admet pour DVS :

V : unitaire & gauche n x c
H= VA2l avec IT : unitaire ¢ X ¢

A2 = diag (VAL . /o)

La séparation de sources consistant & déterminer la pseudo-inverse H#¥ = ITTA~Y/2V T est

réalisée en deux étapes.

3.2.1 Premiére étape : I’Analyse en Composantes Principales (ACP)

Elle consiste en un blanchiment a ’ordre deux de la partie utile des signaux :
x! = Wr! avec W =A"12v+ (3.2)

Dans le cas bruité, nous verrons au paragraphe 3.3.1 que 'estimation de W nécessite soit
I’hypothése de blancheur spatiale des bruits, soit la connaissance de la matrice spectrale des

bruits. L’ACP n’est pas robuste & des perturbations sur ces hypothéses.

3.2.2 Seconde étape : Transformation Unitaire

Elle consiste a estimer la matrice unitaire ITt & partir des observations blanchies x. D’une
maniére générale ce sont les SOS qui permettent d’obtenir les équations supplémentaires pour
résoudre le probléme. Cependant si la dimension de x! a été sur-estimée, une ou plusieurs
composantes ne contiennent que du bruit, ce qui va perturber les estimateurs, surtout lorsque
le bruit est non gaussien. Lorsque la dimension de x! notée € a été sous-estimée, (¢ — ¢) sources

perturbent les ¢ estimées. Cette seconde étape fera ’objet du paragraphe 3.4.
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3.3 L’Analyse en Composantes Principales et ses limites

3.3.1 Hypothéses classiques : bruits spatialement blancs

— Le nombre de capteur est supérieur au nombre de sources : n > ¢
— Les bruits sont spatialement blancs : Rpp = af I, avec ny =n

— Les signaux sont mutuellement décorrélés.

En raison de la décorrélation des signaux, les composantes des vecteurs s’ et b’ engendrent
un espace vectoriel € de variables aléatoires de dimension (¢ + n). Cet espace est scindé en
deux sous-espaces orthogonaux :

— le sous-espace signal £ de dimension ¢, engendré par la base orthogonale que constituent

les composantes de s,
— le sous-espace bruit &, de dimension n, engendré par la base orthogonale que constituent
les composantes de b’.

Les composantes du mélange y* = Hs' engendrent aussi £ et I’on note V la base ortho-
gonale du sous-espace signal qui représente les dimensions principales d’énergie de y!. Les n
observations portées par le vecteur r! sont dans un sous-espace vectoriel de £ de dimension n
noté Eyps. La séparation de sources vise & déterminer dans I'espace Eyps la base orthogonale
V de dimension c la plus “proche” de V. Nous allons voir que lorsque le bruit est spatiale-
ment blanc il est possible d’obtenir algébriquement V = V mais ces matrices sont exprimées
dans des bases canoniques de deux espaces distincts. Les sorties du filtre blanchisseur seront
toujours bruitées car la projection V+est appliqué dans 'espace &, et non dans ’espace £.
Il est donc abusif d’employer I’expression “projection sur le sous-espace signal”.

En théorie, les éléments permettant de construire la matrice de blanchiment W de taille

(¢ x n) sont issus de la Décomposition en Valeurs Propres (DVP) de la matrice spectrale de

AO ] (3.3)

y! (mélange non bruité) :

V+
_ t tt | _ _
Ryy—E[yy ]_[V,VL]A [VI] avee A= |
(
)

Les vecteurs colonnes de la matrice V de taille (n X ¢) forment une base orthonormée du
sous-espace signal. Ceux de V| de taille n x (n — ¢) sont une base du sous-espace orthogonal
complémentaire.

Le probléme consiste donc a estimer V et A & partir des observations bruitées et plus

précisément & partir de la matrice spectrale des observations bruitées R, définie par :

Rer = E[r'- ()] (3.4)

ou ()7 désigne le transposé-conjugueé.

Les bruits étant centrés et décorrélés des sources, celle-ci s’écrit aussi :

Rrr = Ryy + Rfbb ) (3'5)
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Reformulons R, en fonction de la DVS de H :

+

A\

R, = [V, VJ_] A =+ Rbb , (3.6)

Dans le cas bruité, nous voyons qu’il est nécessaire de faire des hypothéses sur les statistiques
des bruits additifs. Sans connaissance sur Ry, '’hypothése la plus courante est de considérer
les bruits spatialement blancs. Cette hypothése est souvent physiquement plausible, en par-
ticulier lorsque b(t) représente le bruit électronique d’un réseau de capteurs identiques ou le
bruit de quantification de la chaine d’acquisition.

En supposant que les bruits sont spatialement blancs :
Ry, = aZIn ou I,, est I'identité de rang n

Puisque la matrice [V, V| ] est unitaire, la matrice spectrale des bruits Rpp se met sous

o fev [ [V

la forme suivante :

0 o, || V]

Sous cette hypothése la DVP de R, se factorise et s’écrit :

Atol. 0 ] [ v+ ] (55)

Ry = |V, V
[ L] 0 U,fIn_c Vj

ol VI est une base du sous-espace complémentaire orthogonal au sous-espace engendré
par V, dans I'espace des matrices (n x n). Si le nombre de sources est connu, nous identifions
ainsi correctement la matrice des vecteurs propres V ainsi que la matrice des valeurs propres
A, apres soustraction des (n — ¢) derniéres valeurs propres qui sont égales & la puissance du

bruit. Nous calculons ainsi la matrice de blanchiment exacte :

W =A12vH (3.9)

3.3.2 Blanchiment des observations par ACP

L’intérét de cette premiére étape de blanchiment est d’augmenter le rapport signal &
bruit en gardant aprés blanchiment toute I'information sur les ¢ sources dans ¢ observations

t sur le sous-espace signal et normalisation par A_1/2). On

(projection des observations r
montre que la projection de r! sur 'espace complémentaire (ert), noté x! , ne contient que

des combinaisons des bruits :

x' = IIs' + Wb’
xi = VIVAY?IIs! + Vib! = Vib!

——
0
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Définissons le RSB global en sortie du séparateur, a I’aide de la dsp R, [z;] de chaque source

k vue sur chaque sortie i et de Ry, [2,,] qui est la dsp de chaque bruit [ sur chaque sortie m :

i 2 By [2i]
> m 221 By [#m]

Parmi les opérations de filtrage qui conservent toutes les sources, ’ACP est celle qui fournit

RSBglobal =

le meilleur RSBgopq car on a regroupé tout le signal utile sur les ¢ premieres composantes
de x! & une matrice unitaire prés et ’'on a que du bruit sur les (n — c) sorties restantes. En

effet, apres blanchiment par ACP on a :

x' =IIs' + A2V D!
La matrice de covariance de x’ de taille (cx c¢) est égale & :
Ryx = I. + oA !
donc apres ACP le RSB jopa vaut :

c
RSB giopal = ﬁ
O 2ok=1 X
Ce rapport signal & bruit est maximal car, si on considére une observation supplémentaire dans
xﬁ_, le numérateur du RSB opq sera inchangé tandis que le dénominateur sera augmenté. Le
RSByiohar de ces (¢ + 1) observations sera donc plus faible.

L’avantage de I’ACP en séparation de sources réside donc dans 'amélioration du RSB jopal

et dans la réduction du nombre de données. Aprés ACP, il reste ¢ voies :

x' = TIIs' + Wb!
Le RSBgiopar étant augmenté, nous nous rapprochons du cas non bruité si le RSB des ob-

servations r! était déja important. Cette hypothése est souvent faite et on suppose alors étre

dans le cas non bruité pour calculer la matrice unitaire IT restante ([GL90], [Com94b]) :

Rigoureusement, I’ACP ne peut pas débruiter totalement les observations r! puisque la matrice
spectrale des bruits WRL, W™ n’est jamais nulle.

Si le nombre de sources est sous estimé (¢ < ¢) alors la puissance du bruit est sur-estimée
car elle prend en compte la puissance d’une source (;2 est obtenu par la moyenne des (n — ¢)
derniéres valeurs propres de Ry). De ce fait les valeurs propres estimées de Ryy (obtenue
en retranchant ;2 aux valeurs propres de Ry;) sont erronées. Les vecteurs propres qui leur

sont associés ne seront plus dans le dit “sous-espace signal” de E,ps et les ¢ sorties sont plus
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fortement bruitées qu’elles ne le sont au sein de ’ACP a c sorties. Le RSByjopq de ces sorties
sera aussi inférieur & celui des € sorties correspondantes pour une ACP avec le bon nombre
de sources. En revanche si l'on ne prend pas en compte la (¢ 4+ 1)éme valeur propre pour

I’estimation de af alors on a le méme RSBy, sur les ¢ sorties des deux ACP.

3.3.3 Cas de bruits spatialement corrélés

Sous 'hypothése de bruits non spatialement blancs, la matrice spectrale des bruits Rpp

ne se factorise plus et ne s’écrit plus en fonction des vecteurs propres [V, V] :

Rpp # [V,VL] [“’31” 0 ] [w] (3.10)

0 oL, || V]
Il est alors impossible de calculer la matrice de blanchiment & partir de la DVP de Ry,.
L’erreur affecte & la fois les valeurs propres et les vecteurs propres et dépend de I’écart de
Rpp & une matrice proportionnelle & la matrice identité.
Supposons que les n composantes du vecteur de bruit b’ résultent du mélange par une

matrice L de taille (n x ny) de ny bruits indépendants regroupés dans le vecteur n’ :

r' =y’ +b' = Hs' + Ln’

Si ny < (n — ¢) il est théoriquement possible de supprimer totalement I'influence du bruit en

réalisant des combinaisons linéaires (L# pseudo-inverse de L) des observations sur (n — ny)

nt
0

puis en utilisant ces composantes pour faire la séparation de sources. Pour cela il faut connaitre

composantes :

z! = L#¥Hs! +

ou estimer nyp, et surtout connaitre Ryp. Cette méthode est généralement impossible & appli-
quer en pratique. On choisira plutot de réaliser d’abord 'opération de séparation de sources :

t

0

+ H#Ln?

et combiner les (n — ¢) composantes de bruit seul pour supprimer l'influence du bruit sur les

¢ composantes sources (cf. 2.3.3 et chapitre 5).

3.3.4 Conclusions sur ’ACP

Les techniques orthogonales possédent deux points névralgiques. D’une part elles
manquent de robustesse aux hypothéses sur la blancheur spatiale des bruits et d’autre part
elles nécessitent la connaissance précise du nombre de sources. Partant de ces constatations
nous proposons dans la seconde partie de ce manuscrit une technique orthogonale adaptée
a nos signaux, qui autorise la présence des bruits spatialement corrélés de forte puissance et
qui n’utilise pas de statistiques d’ordre supérieur. Le probléme de ’estimation du nombre de

sources est aussi revu dans ce cadre particulier.
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3.4 Analyse en Composantes Indépendantes

L’Analyse en Composante Indépendantes (ACI) a été introduite par C. Jutten dans sa
theése [Jut87| puis repris par P. Comon [Com94b| [Com95]. L’ACI peut étre comprise comme
une technique générale d’analyse de données. Elle permet de décomposer un vecteur aléatoire
x de dimension n en une somme de n composantes “les plus indépendantes possibles”, par op-
position & I’ACP qui décompose x en une somme de n composantes décorrélees et orthogonales

(i.e. issues d’un mélange orthogonal de v.a. indépendantes).

3.4.1 Indépendance deux a deux et indépendance mutuelle de variables
aléatoires

Nous rappelons dans ce paragraphe les définitions de I'indépendance mutuelle de v.a. et
de l'indépendance deux a deux de v.a.

Définition 3.1 :

Les variables aléatoires x1,...,x, sont dites mutuellement indépendantes si leur ddp

conjointe est égale au produit des ddp marginales :

n
pl‘l,...,l‘n (’LLI, L 7un) = ]:[pl‘z (ul) (3].].)
i=1
Définition 3.2 :
Elles sont deuz & deuz indépendantes si Viy,ie € {1,... ,n} avec iy # iy on a :
pxil,xig (ulaUQ) = Pz, (ul)pxi2 (UZ) (312)

Propriété 3.1 :
L’indépendance mutuelle implique I'indépendance deux a deux, tandis que la réciproque

n’est pas vérifiée en général.

3.4.2 Traitement du modéle instantané

Reprenons le probléme de séparation de sources en considérant le modeéle instantané aprés
blanchiment par ACP. Supposons que la projection sur le sous-espace signal a suffisamment
augmenté le rapport signal & bruit de fagon & ce que le bruit soit négligeable. Le modele

devient :
x! = IIs (3.13)

On a alors un mélange de ¢ sources centrées et de variance unité, observées sur ¢ capteurs. La
matrice II est unitaire de taille (¢ X ¢). L’objet de la séparation de sources est de déterminer
une matrice séparante G de taille (¢ x ¢) telle que le signal a? = Gx! soit égal a s* aux
indéterminations prés caractérisées par une matrice diagonale A et une matrice de permutation
P. Pour cela, P.Comon [Com94b]| a établi qu'il suffisait de rendre les composantes de a’

statistiquement indépendantes.
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Théoréme 3.1 :

Soit s un vecteur de n v.a. s;, non gaussiennes et indépendantes (mutuellement ou deux
a deux). Soit x un vecteur de dimension n, tel que : x = Cs et C une matrice non singuliére
de dimension (n x n), les deux conditions sont équivalentes :

— les composantes z; sont indépendantes deux a deux,

— la matrice C est un produit AP ot A est une matrice diagonale et P une matrice de

permutation.

On voit donc que le probléme de séparation de signaux consiste & estimer la matrice G de
telle sorte que les composantes de a’ soient les plus “proches” possibles de variables aléatoires
indépendantes deux & deux. Cette technique, dénommée ACI, consiste donc & ajuster les
coefficients du filtre matriciel G a partir d’'une mesure du degré d’indépendance entre les
sorties de ce filtre. L’hypothése de sources statistiquement indépendantes est indispensable
pour pouvoir résoudre le probleme aveugle. La matrice G peut étre obtenue en maximisant
une fonction de contraste adaptée au probléme, comme dans le cadre de la déconvolution
aveugle [Don81|. P.Comon a proposé la définition suivante des fonctions de contraste :

Définition 3.3 :

Soit & un ensemble de vecteurs aléatoires & composantes non gaussiennes. On dit qu’une

fonction ® définie sur S est une fonction de contraste si :

- VseS, &(s) ne dépend que de la ddp de s,
-V s € § dont les composantes sont statistiquement indépendantes (mutuellement ou
deux & deux), et pour toute matrice H pour laquelle Hs € S, on a 'inégalité ®(Hs) <

®(s). L’égalité n’a lieu que si la matrice H est diagonale & une permutation preés.

3.4.3 Les mesures d’indépendance

Lorsque 'on observe des combinaisons linéaires des signaux on peut utiliser des mesures
d’indépendance entre variables aléatoires pour retrouver les contributions de chaque signal.
Nous exposerons successivement les fonctions de contrastes basées sur une mesure directe
(information mutuelle et infomax [Com95] [Car98a] [BS95]) ou une mesure indirecte (mo-
ments, cumulants) ([RL89], [Car90]| [CS93]| [Com90] [Com94b]| [GLIO0]). Les mesures directes
sont difficiles & mettre en oeuvre en aveugle puisqu’elles utilisent de facon explicite les ddp
conjointes et marginales des signaux ou leurs fonctions de répartitions. Les mesures indi-
rectes ne mesurent qu’une indépendance partielle des v.a., souvent limitée & 1’ordre 4. Ce sont
les premiéres fonctions de contraste qui ont été construites ([RL89], [Car90] [CS93]| [Com90]
[Com94b| [GLI0]). Les mesures indirectes supposent que ’on dispose d’'un grand nombre de
réalisations pour estimer les statistiques des signaux. Quelle que soit la mesure d’indépen-
dance retenue il est nécessaire d’estimer soit des ddp soit des moments ou des cumulants &
partir d’une seule observation des signaux de mélange. On évoque alors la stationnarité et

I’ergodisme pour remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles.
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Les mesures directes

On montre dans [Com95| que l'opposé de 'information mutuelle est une fonction de
contraste sur l’ensemble des vecteurs aléatoires de covariance finie et inversible. De plus,
il est discriminant sur le sous-ensemble des vecteurs aléatoires ayant au plus une composante

gaussienne.

Définition 3.4 de I'information mutuelle I(s) :

=— u nips(u) u
I(s) = / ) o 2 (3.14)

L’information mutuelle est égale a la divergence de Kullback entre ps(u) et la loi de

ps(u) lorsque ses composantes sont indépendantes, soit []7, ps; (u;) . Par conséquent I(s) est

toujours positive ou nulle. Elle est nulle si et seulement si :

n

ps(w) =[] os; (wi) (3.15)
i=1
c’est-a-dire si et seulement si les composantes du vecteur s sont indépendantes. L’information
mutuelle est en général difficilement utilisable dans la pratique car les ddp sont inconnues.
Définition 3.5 de ’entropie de Shannon E(x) :
Contrairement a la déconvolution aveugle (hypothése de sources iid) [Don81|, I'entropie
n’est pas un contraste car elle reste identique en changeant s par une transformation ortho-

gonale [Com95].

B(x) = — / pre(u) In(py(u) d u (3.16)

On montre cependant dans [Car98a] que E(g(x)) ou Infomax [BS95| est un contraste
lorsque g est un ensemble de n fonctions non linéaires strictement égales aux fonctions de
répartition des sources s;. Ce critére est trés répandu dans la communauté neuronale mais
nécessite de connaitre la fonction g adéquate. On montre dans [Car98b| que ce critére est
aussi équivalent au contraste construit par le principe du maximum de vraisemblance.

En conclusion, ces contrastes ne sont pas applicables sans information a priori sur les
ddp ou les fonctions de répartitions des sources. Certaines approximations peuvent cependant
étre faites, soit sur la ddp par un développement de Gram-Charlier, soit sur les fonctions de
répartitions. Dans le premier cas, le développement est tronqué a ’ordre 4 et le contraste
devient une fonction de cumulants d’ordre 4 [GL90| [Gaé91|. Le contraste peut alors étre
estimé directement & partir des observations. Concernant le critére infomax [BS95], on trouve
dans [Car98b] le comportement de la séparation de sources lorsque la fonction g s’éloigne de
la fonction adéquate. Si I’écart est trop grand, soit les solutions recherchées peuvent devenir

des points stationnaires instables, soit ’erreur sur la matrice séparante peut étre importante
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[Car98b]. Les fonctions g; peuvent aussi étre modélisée par exemple pour des signaux de
parole par des fonctions du type et le contraste est maximisé a l'aide de réseaux

de neurones [BS95].

1
1+exp(—u;)

Les mesures indirectes

Des mesures de décorrélation jusqu’a un certain ordre peuvent étre obtenues a ’aide des
moments et des cumulants des v.a. lorsqu’ils existent. Les premiéres fonctions de contraste
ont été construites a partir des moments et des cumulants d’ordre 4 ( [RL89], [Car90] [CS93]
[Com90] [Com94b| [GLI0|). Le principe commun & toutes ces fonctions est I’annulation des
intercumulants d’ordre 2 et 4 des sources estimées. Nous rappelons quelques fonctions de
contraste valides (3.17) (3.18) (3.19) (3.20) aprés ACP a partir du modéle simplifié (3.13) :

c

®y =Y |Cumlsg, sj, sk, 54| (3.17)
k=1

c Cc Cc c
Dy = —ZZZZ‘Cum[si,s;,sk,sf]‘2 (3.18)

i=1 j=1 k=1 [=1

i ki 1
C
b3= ) |Cumlsi, 5%, 51, 57| (3.19)
i7j7k7l:1
i7j7k7l¢i7j7k7k
c
©4 = Z | Cum[Sk,Sk,Sk,Sk] | (320)
k=1

On trouvera en annexe B.2 la définition des cumulants d’une variable aléatoire. P. Comon
a montré que ®; et ®, étaient des fonctions de contraste. @9 est aussi la fonction obtenue par
une méthode du maximum de vraisemblance lorsque la ddp est approchée par un dévelop-
pement de Gram-Charlier tronqué a lordre 4 [GL90]. D’autres méthodes font aussi appel a
des maximisations de cumulants sous contrainte unitaire. Par exemple A. Souloumiac et J.-F.
Cardoso proposent de maximiser la fonction @3 (algorithme JADE) [Sou93]. Il est démontré
dans [SC93| que les critéres @, et $3 sont asymptotiquement équivalents. L’intérét d’utiliser
®3 est que ce critére est aussi un critére de diagonalisation conjointe de matrices de quadrico-
variances qui peut étre optimisé par une technique de Jacobi. La matrice unitaire recherchée
IT est alors paramétrée comme un produit de rotations de Givens [SC93|. E. Moreau a proposé
une fonction de contraste ®4 basée sur la valeur absolue des autocumulants [Mor95].

Des contrastes plus simples peuvent étre obtenus lorsque les signes des cumulants des
sources sont connus. Par exemple, si toutes les sources recherchées ont un kurtosis négatif, la
fonction @5 (équation 3.21) est un contraste [MM96] :

By = ZE [|sk|4} (3.21)
k=1

38



3.5. Décorrélation a l'ordre 2

3.5 Deécorrélation a ’ordre 2

Lorsque les sources sont blanches temporellement, 'emploi de statistiques d’ordre supé-
rieur est indispensable. En revanche, dans le cadre du mélange instantané, lorsque les sources
sont temporellement corrélées et de fonctions de corrélation (ou spectres) assez différentes, les
statistiques d’ordre 2 sont suffisantes et offrent ’avantage d’un cott limité. L’emploi d’infor-
mations & des retards différents de zéro permet d’estimer la matrice unitaire IT. Cette méthode,
appelée SOBI, a été développée par A. Belouchrani [BAMCMO7| et est couramment utilisée.
Elle permet aussi de séparer des sources gaussiennes.

Si z (t) et y (t) sont aléatoires, la décorrélation a I'ordre deux est caractérisée par la nullité

(& tous les retards 7) de la fonction de corrélation définie & 1’aide d’une moyenne d’ensemble :
Cay (1) = Efz () y™ (t — 7)] (3.22)

Dans la pratique on invoque la stationnarité conjointe et 1’ergodicité pour remplacer les

moyennes d’ensemble par des moyennes temporelles :

K/2
. 1 N
Coy(r) = lm t__;/m z()y" (t—7) (3.23)

Lorsque ’on veut étudier la décorrélation a ’ordre deux de n signaux temporellement co-
lorés regroupés dans le vecteur colonne x on est contraint de considérer conjointement une

succession de matrices de covariance pour différents retards :
Cxx (1) = E [x (t)xt (t — 7')]

Cette idée a été utilisée en séparation de sources. Reprenons le modéle d’'un mélange
instantané temporel aprés une premiére étape de blanchiment par ACP :

Le modéle a ¢ sources, centrées et de variance unitaire, et ¢ capteurs devient :
x(t) = Is(t) (3.24)

La matrice IT est une matrice unitaire de taille (¢ x ¢). Le modéle a été obtenu apres ACP,
c’est-a-dire en diagonalisant la matrice de covariance au retard zéro. La matrice de corrélation
au retard zéro de x(¢) est maintenant égale a I'identité et la matrice IT n’est pas identifiable.
Cependant, si les signaux sont temporellement corrélés, il reste des liens statistiques entre les
composantes de x(t) et x(¢t — 7) pour (7 # 0). La matrice de corrélation au retard 7 est alors

égale a :

Cux (1) =E [x(t)xT(t—7)] =1L 6 II" (3.25)

ou @ est une matrice diagonale contenant les termes E [s;(t)s](t — 7)]. Si les fonctions de
corrélations sont assez différentes d’une source a I'autre, la matrice @ est différente de I'identité
et IT est la matrice des vecteurs propres de Cxx (7). A. Belouchrani [BAMCMO97| propose de
diagonaliser de maniére conjointe plusieurs matrices de corrélation Cxx (7) sur un ensemble

de retards (7 = 1,2, ..., k) pour rendre ’algorithme plus robuste.

39



CHAPITRE 3. Panorama des techniques de séparation de signauz

3.6 Traitement du modéle convolutif

Le modéle général de mélange convolutif est :
400 400

r() =Y Hs(t—0)+ Y Lpn(t—-m), t€Z (3.26)
=0 m=0

ot H; est la matrice (n x ¢) des coefficients h;p (1), s (t) est le vecteur (¢ x 1) des sources a
I'instant ¢, Ly, est la matrice (n x ny) des coefficients l;, (m) et n (t) est le vecteur (nj x 1)
des bruits. Pour que le probléme soit soluble, on suppose que la matrice Hy est de rang plein.

La séparation de mélanges convolutifs peut s’appliquer & un grand nombre de problémes.
Les applications actuelles concernent essentiellement les mélanges non bruités ou faiblement
bruités. On suppose que le nombre de capteurs est égal au nombre de sources. Les filtres sont
supposés a réponse impulsionnelle finie et dont les inverses sont aussi & réponse impulsionnelle
finie. De méme que pour les mélanges instantanés, les méthodes de séparation de sources re-
cherchent alors des filtrages des observations dont les composantes sont les plus indépendantes
possibles. Les premiers algorithmes ont été développés par H. Hérault et C. Jutten a ’aide de
réseaux de neurones en annulant des moments de fonctions non linéaires des sources estimées.
D’autres critéres ont ensuite été utilisés en annulant des intercumulants d’ordre 4 entre les
sources estimées, ceci & différents instants de facon a obtenir suffisamment d’équations pour
calculer les coefficients des différentes réponses impulsionnelles [NTJ95]. Quel que soit le cri-
tére d’indépendance utilisé, la résolution du probléme est généralement adaptative, puisqu’il
n’existe pas de solution analytique. Il se pose alors le probléme de solutions parasites et de
maxima locaux. L’unicité des solutions n’est prouvée, pour l'instant, que pour des signaux
iid.

Le principal domaine d’application est le rehaussement de la parole [NTJ95], la séparation
de signaux audio et de parole [Tor99] [WB99] et les communications [RJ99]. Un essai a été fait
pour la surveillance de machines tournantes, dans le cas de mélanges quasiment non bruités.
Le spectre des moteurs ne comporte que quelques harmoniques .

Le modéle général temporel ne semble pas convenir & des signaux fortement bruités. Une
maximisation adaptative des critéres dans un contexte bruité est impossible. C’est pourquoi,
nous ne développerons pas plus ce paragraphe sur les modéles convolutifs temporels. On

trouvera une bonne synthése sur ces méthodes dans [Sim99].

3.7 Traitement des mélanges bruités

Peu d’auteurs traitent actuellement le cas de mélanges additivement bruités. La plupart
supposent que les composantes du bruit additif sont des variables gaussiennes. Par exemple,
[Hyv99] définit les moments gaussiens d’une variable aléatoire et propose une fonction de
contraste qui ne présente pas de biais en présence d’observations perturbées par des bruits
additifs gaussiens. La matrice de covariance des bruits est cependant supposée connue. Des

méthodes n’utilisant que des cumulants d’ordre 4, insensibles & la présence de bruits gaussiens,
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peuvent aussi convenir. Malheureusement, ces méthodes nécessitent la plupart du temps une
premiére étape a l'ordre 2 de blanchiment (ACP).

L’étape d’Analyse en Composantes Indépendantes est aussi une maniére efficace de réduire
les composantes de bruit si 'on a accés a plus d’observations que de sources. Elle nécessite
cependant ’hypothése de bruits spatialement blancs [Lac99]. Dans le cas ou il y a autant de
capteurs que de sources et que les sources sont temporellement corrélées, I’analyse spectrale
singuliére (Singular Spectrum Analysis) [VVVC99]| projette un vecteur composé des observa-
tions r (¢) et des observations décalées jusqu’au retard p : [r(¢),r(t—1),...,r (¢t —p)] sur
les directions principales calculées par ’ACP.

Une derniére possibilité consiste & ajouter a I’étape d’identification de la matrice de mé-
lange et de séparation, une étape de réduction de bruit. Ceci permet d’obtenir le séparateur
optimal au sens du rapport Signal & Bruit plus Interférences [Che95]. Il est donc important
d’avoir une bonne estimation de H# méme en contexte bruité, en vue de la réduction de bruit

pour avoir des références ne contenant chacune qu’une source et du bruit (voir chapitre 2).

3.8 Traitement de signaux vibratoires

Dans I’application envisagée, les sources de vibration sont d’origine aérodynamique, méca-
nique ou électromagnétique [Dér92|. Elles sont liées aux éléments tournants, donc périodiques.
Elles forment des familles d’harmoniques & des fréquences fondamentales parfois différentes.
En premiére approximation, le signal observé sur un accélérométre placé sur la carcasse d’une
machine tournante peut étre modélisé par une somme de sources sinusoidales de fréquences
différentes et additivement bruitées. Le spectre des signaux d’accélérometres présente un bruit
additif de puissance trés différente d’un capteur a l'autre. [’analyse et le traitement de ces
signaux seront détaillés dans la troisiéme partie.

Dans les chapitres 1 et 2, nous avons défini la problématique de la séparation de signaux
et établi un panorama des principes et des méthodes utilisés. Le modéle le mieux adapté & ce
type de signaux semble celui du mélange spectral qui est insensible & une dynamique parfois
trés différente d’un canal & I'autre. D’autre part, il n’existe pas de méthode efficace utilisant
un modeéle convolutif bruité.

Nous proposons, dans la seconde partie de ce manuscrit, d’élaborer une technique de sé-
paration pour ce type de signaux. Dans le cas de signaux bruités, le séparateur optimal au
sens du rapport Signal & Bruit plus Interférences [Che95| doit étre calculé. C’est celui qui
assure en sortie du systéme la meilleure restitution d’une source. Pour cela, il faut calculer
H# en contexte bruité, dans chaque canal fréquentiel. L'identification de H# sera d’autant
meilleure que les signaux seront moins bruités. Ceci nous ameénera & développer une technique
d’ACP spécifique aux signaux vibratoires en utilisant un modeéle sinusoidal des sources et des
observations temporellement décalées. La matrice II sera elle aussi calculée a ’aide d’obser-
vations temporellement corrélées de maniére & éliminer l'influence du bruit. Nous supposons

que le support de corrélation du bruit est fini, contrairement & celui des sources sinusoidales
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théoriquement infini.

D’autre part, nous avons vu au chapitre 1 qu’un couple de sinusoides & paramétres dé-
terministes et de fréquences incommensurables peut étre vu comme la réalisation d’un couple
de signaux aléatoires, indépendants, conjointement stationnaires et ergodiques. Nous pouvons
donc appliquer & ce type de signaux déterministes des outils statistiques (par exemple aux

ordres supérieurs) et des mesures d’'indépendance statistiques estimées sur une réalisation.

3.9 Conclusion

Nous avons proposé un apercu des différentes techniques possibles de séparation de si-
gnaux. L’emploi de SOS est indispensable lorsque les sources sont blanches temporellement ou
lorsque leurs supports de corrélation sont identiques a ceux des bruits. En revanche lorsque les
supports de corrélations des sources sont supérieurs & ceux des bruits, les statistiques d’ordre
2 sont suffisantes et offrent l'avantage d’un cofit limité. L’ensemble des méthodes nécessite
la connaissance du nombre de sources et n’est pas robuste & une sous ou surestimation du
nombre de composantes. C’est aussi un des points cruciaux de ce type de techniques.

Nous souhaitons traiter des mélanges convolutifs bruités de sources a long support de
corrélation (signaux vibratoires de machines tournantes). La deuxiéme partie sera entiére-
ment consacrée au traitement de ce type de données. L’ensemble des méthodes présentées
nous incite & donner la préférence a des techniques orthogonales fréquentielles (paragraphe
3.8). Nous exploiterons la longueur des supports de corrélation des sources en utilisant des
décalages temporels avant de passer dans la représentation fréquentielle de facon & définir des
matrices spectrales particuliéres, appelées Matrices Spectrales Décalées. Nous verrons dans la
deuxiéme partie que leur rang correspond au nombre de sources et qu’elles conduisent & une
estimation robuste du sous-espace signal, de la matrice de blanchiment et de la transforma-
tion orthogonale en contexte fortement bruité avec des bruits non nécessairement gaussiens et
non spatialement blancs. Ces étapes étant robustes (bonne estimation de H#), nous pourrons

alors procéder & une étape de réduction de bruit par filtrage de Wiener multi-références.
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Deuxiéme partie

SEPARATEUR FREQUENTIEL A
DECALAGES TEMPORELS
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Introduction

Cette partie a pour objectif de mettre en place une technique de séparation adaptée aux
signaux vibratoires et robuste aux bruits additifs. Dans la premiére partie, nous avons défini la
problématique de la séparation de sources et établi un panorama des principes et des méthodes
utilisés. Le modéle le mieux adapté a ce type de signaux est celui du mélange spectral. Dans
un contexte fortement bruité, il est important d’effectuer une premiére étape de projection sur
le sous-espace signal. Ceci permet d’augmenter le rapport signal a bruit global et de réduire
le nombre d’observations. Nous cherchons & calculer efficacement la matrice de blanchiment,
c’est-a-dire indirectement les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice spectrale des
observations non bruitées. Tout le probléme consiste donc & estimer la matrice spectrale
des observations non bruitées & partir des observations bruitées. L’Analyse en Composantes
Principales est proscrite puisque les bruits ne sont pas spatialement blancs. En effet, dans
cette méthode certains vecteurs propres ne sont dans le sous-espace signal que lorsque les
bruits sont spatialement blancs.

Nous proposons une ACP revisitée, robuste aux perturbations, et adaptée aux sources a
bande étroite. L’étude menée au chapitre 1 nous autorise & supposer que, dans ’application
envisagée, les sources sont des sommes de sinusoides. Le support de corrélation des sinusoides
est théoriquement infini et celui des bruits peut étre supposé fini. Puisque le support de
corrélation des sources est supérieur & celui des bruits, il est possible d’obtenir une matrice
spectrale “débruitée” en utilisant des observations temporellement décalées r! et r'*7. Nous
avons dénommé ces matrices spectrales dépendant du retard 7 “Matrices Spectrales Décalées”.
Les matrices ainsi construites (non hermitiennes) ne subissent pas U'influence des bruits, si le
retard 7 est bien choisi. Nous montrons que deux Matrices Spectrales Décalées particuliéres
suffisent pour déterminer la matrice spectrale des observations non bruitées et donc la matrice
de blanchiment.

Le chapitre 4 définit tout d’abord les Matrices Spectrales Décalées et leurs estimateurs.
Nous calculons 'estimateur non biaisé pour des composantes sinusoidales. Dans le chapitre
5, nous développons la méthode totale de séparation de signaux & spectre de raies & l'aide
des Matrices Spectrales Décalées en supposant le nombre de sources connu. Le chapitre 6
traite ensuite de I'estimation du nombre de sources temporellement corrélées dans un contexte

fortement bruité.
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Chapitre 4

Spectres et Matrices spectrales décalés

4.1 Introduction

Nous présentons ici un outil que nous allons utiliser pour les deux étapes de séparation et
pour l'estimation du nombre de sources. Le spectre décalé d’'un mélange de signaux permet
de supprimer les composantes a faible support de corrélation c’est-a-dire, dans notre cas,
les bruits. Nous le définissons comme l'interspectre entre un signal s (t) et le méme signal
décalé temporellement s (¢ + 7) (paragraphe 4.2). On obtient ainsi une famille de spectres
décalés paramétrés par le retard 7. L’intérét de ces spectres est qu’ils s’affranchissent d’un
bruit additif si le retard 7 est assez grand vis-a-vis du support de corrélation du bruit. Nous
nous intéressons surtout au cas d’une source sinusoidale (paragraphe 4.3) ou d’une somme de
sinusoides (paragraphe 4.4). Nous calculons dans un premier temps le spectre décalé théorique

puis l'estimateur non biaisé (paragraphe 4.5).

Le spectre décalé a été défini pour la premiére fois dans [DGA9S] et appelé spectre “au-
tocohérent”. Les auteurs ont appliqué le “spectre autocohérent” a I’estimation et I’élimination

de sinusoides en utilisant 'information contenue dans la phase.

4.2 Définition des spectres décalés

Soit s (t) un signal aléatoire stationnaire a 'ordre deux et ay (¢) une fenétre d’apodisation
non nulle sur N échantillons. On note z (t) = s(t)an (t) et z(t+7) = s(t+71)an (t). Le
spectre décalé de s (t) est défini comme la dspi de x (t) et de z (t + 7) :

RT,(v)= lim E [W] (4.1)

N—o00
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Ici X (v) et X7 (v) sont respectivement la TFR de z (t) et la TFR de x (t + 7), définies par

les expressions suivantes :

X"(w)= > s(k+7)ay (k)e >

k=—00

En développant 1’espérance mathématique de la relation (4.1) apparait la fonction de corré-

lation Cs du signal utile :

T * +00 400 o
p| X L % % Guli- k- nax (ak (k) e

szoo k=—00

Le changement de variable [ =% — k fait apparaitre la fonction de corrélation C,, de 'apo-

disation :

T V* +00 +o0 )
E[—X(V)fé = ] — 3 > G- ( > azv(l+k>a7v<k>) et

l[=—00 k=—o00

Finalement le spectre décalé s’écrit en limite comme la TFR du produit des fonctions de
corrélation (relation 4.2). En imposant une normalisation de I’apodisation (4.3) on obtient

(relation 4.4) une formulation générale du théoréeme de Wiener-Kintchine pour 7 # 0.

T _ - —j2mly
Rss ( ]\}gnoo N Z CﬂN S T) € (42)
- Cay (1)
—IN L =1 Yk 4,
N =y v (43)
v)= Y Ci(l—7)e ™ =e PR (v) (4.4)
|l=—00

Le spectre R}, obtenu par passage a la limite n’a pas d’intérét particulier par rapport au
spectre Rgs. Nous verrons ultérieurement que tout 'intérét du retard 7 apparait dans I’emploi
de 'estimateur E@ (on ne passe pas a la limite) lorsque la fonction d’apodisation est de durée

bien inférieure au retard (N < 7).

4.3 Spectre décalé théorique d’une fréquence pure

Soit le signal s (t) = Ag cos (2ot + ¢g) ol ¢y est un paramétre aléatoire uniformément
réparti sur [—m, [, Ap et vy sont des parameétres déterministes. La fonction de corrélation

est :
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4. Spectre décalé théorique d’une somme de fréquences pures
D q q 14

Cs () =E[s (t) 5™ (¢ = 1)]

+
= A2 / cos (2mvgt + w) cos (2mvyg (t — 1) + u) pg, (u) du

—T
AZ T
2
= 70 cos (2ml)

[cos (2mry (2t — 1) + 2u) + cos (2mwpl) | du

et le spectre décalé (exprimé aux fréquences positives uniquement) :

2

R, (v) = S0 2075 (v — ) (45)

On obtient donc une grandeur & valeurs complexes. En raison de la périodicité de la fonction
de corrélation le retard 7 introduit simplement un terme de phase. L’amplitude du spectre

est inchangée.

4.4 Spectre décalé théorique d’une somme de fréquences pures

Soit le signal s (t) = Zle Ay, cos (2mvit + ¢ ) ou les phases a Porigine ¢y sont des para-
meétres aléatoires indépendants uniformément répartis sur [—m, 7[. La fonction de corrélation
est :

K A2
Cs (1) = Z 7’“ cos (2mvgl) (4.6)
k=1

donnant le spectre décalé suivant (exprimé ici aux fréquences positives uniquement) :

K A2 )
R, (v)=)_ Tke—ﬂmjﬂa (v — 1) (4.7)
k=1

4.5 Estimation du spectre décalé par TFD

4.5.1 Etude de l’estimateur

Dans la pratique le spectre est estimé par une moyenne empirique & partir d’un signal de
durée finie. La durée N de la fenétre d’apodisation est donc figée. On découpe le signal en
M tranches de N échantillons avec un pas de glissement de L échantillons. Chaque tranche,
repérée par 'indice ¢ de son premier échantillon, est apodisée par une fonction ay (i) pour

imposer la forme spectrale du filtre d’analyse :

i€0,N —1]

' (i) = s (t+i)an (), { t=mL, mel[0,M—1]
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CHAPITRE 4. Spectres et Matrices spectrales décalés

On calcule ensuite la TF Dy de chaque tranche

N-1
f
X'(f)=0) st+i)ay(i)e "N
i=0
et estimateur du spectre décalé est défini par la relation (4.8) ou A est un facteur de cali-

bration que nous préciserons lors de ’étude du biais.

A M—1 XmL (f) X'r+mL (f)*

RT,(f) =17 2 7 . JEDN-1] (48)

m=0

Le signal est supposé stationnaire et ergodique et par conséquent, dans le calcul de
E [E@ (f)], tous les termes E [X™F (f) X7+™L (£)*] sont identiques. Ils peuvent étre rem-
placés par le terme général E [ X" (f

~—

X7 (f)*] que nous développons & présent :

2

N—-1N-—
E X' (/)X ()] = ZZ (i =k — 1) ay (i) aly (k) e 7270R)

1=0 k=0

Pour calculer la double somme on place tous les termes sur le tableau de la figure 4.1. On

k
\,/,'\f\,/o |=i-k
\,/'\'
N-1
\|_ a(N-1)a(N-2) Cs(1- T )exp(2r f/N)
y a(2)a(1) Cs(1T Exp(2mfiN)
L —1
. -
0 ™ i
01 \ N-1

a(1)a(0) Cs(1t Exp(j2mtfiN)
Fi1G. 4.1: Calcul de la double somme

remarque alors que tous les éléments de la diagonale d’indice [ contiennent le méme terme
Cs(l—1)e —i2rl pondéré par un terme variable ay (i) ajy (k) avec ¢ — k = [. La somme des

termes de la diagonale principale vaut :

N-1
(ZGN() ay (i )) Cs (1) = Cay (0) C (1)

1=0

La somme des termes d’une diagonale inférieure (1 <[ < N — 1) vaut :
<Z an (1) ay (i — l)) Cs(l—1) e—j?nlfﬁ = Coy () Cs (I — 1) e—j2¢rlf1\7
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4.5. Estimation du spectre décalé par TFD

La somme des termes d’une diagonale supérieure (—N +1 <[ < —1) vaut :

l
( Y an(—k+1)ak (—k)) Oy (l—7)e 2™ = ¢, (1), (I — 1) e 9275
k=—N+1

La somme globale vaut donc

N-1
B[X' (DX ()] =0 3 Coy OO, (1=7)e '
I=—N+1
et la moyenne d’ensemble de lestimateur est finalement la version échantillonnée (aux fré-

quences réduites v = %) de la relation théorique (4.2) sans la limite sur N :

N—1
BIRL(N] =4 Y Cuy )G, (1—7) e 5 (4.9)
I=—N+1
En raison de la durée limitée de C,, et du retard 7 seule une partie de Cs est vue. Considé-
rons le cas d’un signal utile s perturbé par un bruit b. Représentons, pour différents valeurs
du retard 7, le terme utile C,, (1) Cs (I — 7) et le terme perturbateur C,, (I) Cp (I — 7) qui
contribuent au calcul du spectre décalé de ’observation. On observe une contribution de moins
en moins importante du bruit au fur et & mesure que 7 augmente. Les figures 4.2, 4.3 et 4.4

représentent le cas d’une fréquence pure et d’un bruit blanc gaussien.

1

% -0 I /\U/\\/\\/\\/\v U/\\/\v/\/\vf\ ]

‘150 —100 —-50 o 50 100 150
retard | (en échantillons)

Fic. 4.2: Un bruit blanc gaussien, une sinusoide, N = 64 et 7 = 0.
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CHAPITRE 4. Spectres et Matrices spectrales décalés

0.5 [ Ca‘Nﬂ)»CD('*T)
i AT

: vUUv ik

—-0.5

—150 —100 —50 o 50 100 150
retard | (en échantillons)

F1c. 4.3: Un bruit blanc gaussien, une sinusoide, N = 64 et 7 = %N .

c. m.c o-o
ca“(l).cs(l—r)

AA/\M /\{\MA |

Ak |

—0.4}

Fonction de Corrélation

—150 —100 —50 o 50 100 150
retard | (en échantillons)

F1G. 4.4: Un bruit blanc gaussien, une sinusoide, N = 64 et 7 = V.

Les figures 4.5, 4.6 et 4.7 représentent le cas d’'une somme de deux fréquences pures proches

et d’un bruit non blanc uniforme.

2

c'm.c -1
c_".c_(—
1.5 2, D-C070

1+ o

ol A o
A |0 |

-1} ,

0.5

Fonction de Corrélation

15 L L L L L
—150 —100 —50 (o] 50 100 150
retard | (en échantillons)

Fi1G. 4.5: Un bruit non blanc uniforme, deux sinusoides proches, N = 64 et 7 = 0.
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4.5. Estimation du spectre décalé par TFD

0.8

" c. m.c -1
0.6} P ca’“(l).cs(l—r)

0.4 B
0.2 4

f i f
oa \/\/ \/ :

—o.s8 L L L L L
—150 —100 —50 o 50 100 150
retard | (en échantillons)

Fonction de Corrélation
o]

F1G. 4.6: Un bruit non blanc uniforme, deux sinusoides proches, N = 64 et 7 = %N .

c.m.c (-v
0.6} c:“(l).c:(l—r)

s 0.4 b

3 of V/\v/\ /\\/ A\f i

vwwv ,

=]

g —0.4r 4

2 o6l i
—osl} i

—150 —160 —50 O éo 160 150

retard | (en échantillons)

F1G. 4.7: Un bruit non blanc uniforme, deux sinusoides proches, N = 64 et 7 = N.

Ces illustrations nous permettent de comprendre que dans le cas général I’estimateur du
spectre décalé sera biaisé. Le biais dépend 4 la fois de la durée de corrélation du signal ! (7,
pour un signal utile et 7, pour un bruit), de la valeur de 7 et de N ainsi que de la forme de
Cay - Nous allons voir que pour certaines familles de signaux et sous certaines conditions le

choix du coefficient A permet de limiter le biais.

4.5.2 Cas d’un bruit aléatoire a faible durée de corrélation

Etudions la forme du spectre décalé pour un bruit aléatoire a faible durée de corrélation.
Si la durée de corrélation du bruit vérifie 7, < N et que le retard est choisi de telle sorte que
|7| < N — 7 alors la fonction de corrélation du signal est vue dans son ensemble. Etant donné

SS N SS ]\r

et la mesure est approximativement non biaisée en choisissant

_
Cay (1)

'On définit la durée de corrélation d’un signal comme la demi-longueur de sa fonction de corrélation.

A=
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CHAPITRE 4. Spectres et Matrices spectrales décalés

Encore faut-il connaitre C,, (I). Dans la pratique pour I'obtenir on utilise la technique
TFD - quadration - TFD Inverse. Nous souhaitons arréter ’attention du lecteur sur le fait
que cette technique fournit en fait une corrélation circulaire :

-1
Cax (1) = TFDI (JTFD (ay (1)) =8> a(®)a (it —1y)
t=
Dans cette écriture [-] désigne le modulo N. Pour éviter ce phénomeéne il est souhaitable
d’ajouter N zéros a I'apodisation et d’effectuer TFD et TFD Inverse sur 2N échantillons. On

obtient alors :

. 2N—1
Coy =0 a(t)a(t-1)
t=0

Dans la pratique, comme C/’a; (I) peut s’annuler, on ajoute une constante positive € liée a la

précision du calculateur et le coefficient de calibration est finalement :

A= ———
Cop (1) +€

Si le retard est choisi de telle sorte que |7| > N + 7, alors la fonction de corrélation du

signal utile est totalement décalée par rapport & celle de ’apodisation et ’on a donc :
E [ﬁi (f)] =0 pour toute valeur finie de A

Ce résultat nous indique que l’estimateur du spectre décalé permet de supprimer les bruits
large bande.
4.5.3 Cas d’un signal aléatoire bande étroite

Si 1, > N et que |T| < N + 73, seule une partie de 'information contenue dans la fonction
de corrélation est éliminée par I'apodisation et le retard.
4.5.4 Cas d’une fréquence pure

Etant donné que le support de Cy, est [-N + 1, N — 1] la relation (4.9) peut aussi s’écrire
comme une somme infinie. On reconnait I’écriture de la TFR de C,,, (1) Cs (I — 7) échantillon-

née aux fréquences réduites v = % :

w

e Wit ) N-1 s
B[R, (5)] =4 / Ruy, (v —u) BT, (w) du - fz;] 5 <u _ ﬁ> (4.10)

avec

+00
Ray (V) = ) Cay (D™ = |4y (v)]?

[=—00
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4.5. Estimation du spectre décalé par TFD

et Rl (v) est donné par la relation (4.5) pour une sinusoide a la fréquence 1. La relation

(4.10) exprimeée au canal fy le plus proche de v devient :

— w+1 A2 )
E |:R:9rs (fO)] = A/ Ry (V - VO) 106*127”/075 (U - 1/0) du-d <I/ — %)

et ’amplitude de la mesure est finalement

E [ﬁi (fo)] = A Ray (% - VO) : Ajge‘ﬂ””m (4.11)

Etant donné que vy est inconnue mais proche de f—]\?, le coefficient de calibration de la relation

(4.12) rend l'estimateur approximativement non biaisé.
1 1

A= = (4.12)
RGN (0) i]\;iljv+1 CaN (l)

D’aprés la remarque faite précédemment pour le calcul de C/ﬁ;\, (1), on a dans la pratique :

0
A= =F3 o
[=—N+1 CaN (l)

(4.13)

4.5.5 Cas d’une somme de fréquences pures

La fonction de corrélation d’une somme de sinusoides est une somme de sinusoides aux

mémes fréquences. La relation trigonométrique

+ —
cos(p) + cos (q) = 2cos(p 5 q) cos(p 5 q)
met en évidence la présence d’une modulation d’amplitude. Dans le cas de deux sinusoides
aux fréquences réduites vy et 1o la période de la fonction de corrélation est donc ﬁ Si les
n_vy

deux sinusoides sont vues dans le méme canal numérique on peut considérer que I’écart entre
les deux fréquences vérifie |11 — 15| < % De ce fait la période de Cs est supérieure ou égale
a 2N. Le support de C,, étant exactement de 2N, I'estimation est biaisée. Ce phénoméne
se comprend en observant les figures 4.5, 4.6 et 4.7. Nous verrons ultérieurement que dans la

pratique le biais n’est pas trés important.

4.5.6 Conclusion sur ’estimateur

Pour les sinusoides l'estimateur du spectre décalé conserve l’essentiel de 1’énergie. En
revanche il atténue considérablement celle des bruits (y compris ceux & bande étroite) pour
peu que le retard 7 soit supérieur & la taille N des tranches de TFD. Ceci en fait un outil de
choix pour la détection des signaux périodiques et pseudo-périodiques? en contexte fortement
bruité. Pour cette raison nous faisons le choix du coefficient de calibration (4.12) ou (4.13) qui
supprime le biais dans le cas des sinusoides. Un autre intérét des spectres décalés est qu’ils
permettent de définir un estimateur du RSB pour des signaux expérimentaux. Cette étude

est présentée en annexe C.2.

2Les signaux pseudo-périodiques sont constitués d’une somme de fréquences pures dont les composantes ne

sont pas multiples entiers d’un fondamental, contrairement aux signaux périodiques.
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CHAPITRE 4. Spectres et Matrices spectrales décalés

4.6 Matrices Spectrales Décalées

Considérons maintenant un signal vectoriel r (¢) de dimension n X 1 stationnaire a ’ordre
deux. La Matrice Spectrale Décalée de r () a la fréquence réduite v et au retard 7 se définit

a partir des TFR de r (¢) et de r (¢ + 7) notées respectivement r (v) et r” (v) :

R, (v) = lim B [W] (4.14)

Cette matrice contient donc les autospectres et interspectres décalés de toutes les com-
posantes du vecteur r. Comme pour un signal monodimensionnel c’est l'estimation de la
matrice spectrale sur une durée finie qui permet de “sélectionner” les signaux & long support
de corrélation.

Pour obtenir ’estimateur de la matrice spectrale nous découpons le signal vectoriel en
M tranches de N échantillons avec un pas de glissement de L échantillons. Chaque tranche,
est repérée par 'indice de son premier échantillon. La TFD de la tranche d’indice ¢ au canal
fréquentiel f est notée r’ (f). L’estimateur approximativement non biaisé pour les sinusoides
est :

M1 prmL ()t

RE, (f) = Z () . fEO,N—1] (4.15)
MY Coy (1) S5 0

Lorsque le retard 7 vérifie |7| > N + 7, ou 73 est la plus grande durée de corrélation

des bruits alors la matrice spectrale I/{ﬁ. (f) ne contient que les contributions des signaux
utiles. Cette matrice sera donc d’une grande utilité pour nous permettre de mener & bien une
opération d’Analyse en Composantes Principales en contexte de bruits spatialement cohérents
et de puissances différentes. Malheureusement cette matrice est en général non hermitienne
non définie positive (voir annexe C.3) contrairement aux matrices spectrales classiques. Nous
verrons donc au chapitre suivant qu’une seconde Matrice Spectrale Décalée sera nécessaire

pour obtenir la matrice spectrale des mélanges non bruités.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les spectres et matrices spectrales décalés. Ces outils
serviront dans les chapitre suivants pour les étapes de séparation (chapitre 5) et d’estimation
du nombre de sources (chapitre 6). Nous supposons que le support de corrélation du bruit est
inférieur & celui des sources. Dans le cas de sources sinusoidales, cette condition est vérifiée.
L’intérét de ces outils est de pouvoir s’affranchir du bruit additif si le paramétre 7 est assez
grand vis-a-vis du support de corrélation du bruit. Nous avons défini un estimateur des spectres
décalés et Matrices Spectrales Décalées et donné le choix du coefficient de calibration qui

supprime le biais dans de cas de sources sinusoidales.
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Chapitre 5

Séparation de signaux a spectres de

rales, méthode a retards

5.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de mettre en place une technique orthogonale de séparation
adaptée aux signaux & spectres de raies et robuste aux bruits. A la suite de la synthése
présentée au chapitre 3, nous avons choisi de travailler dans chaque canal fréquentiel. Le
modeéle est celui du mélange spectral et nous supposons que le nombre de composantes-sources
mélangées dans chaque canal fréquentiel est connu. Nous abordons le probleme d’estimation
du nombre de sources au chapitre suivant.

Nous avons vu (chapitre 2) qu’en contexte bruité il est souhaitable de réaliser la séparation
de signaux en maximisant le Rapport Signal a Bruit plus Interférences. Nous allons maintenant
montrer que le filtre optimal peut se découper en deux étapes. La premiére étape identifie la
matrice de mélange H & partir des observations bruitées et réalise la séparation. La seconde
étape effectue une opération de réduction de bruit. Rappelons la forme de la matrice de

mélange :

V : matrice unitaire
H=VAY2II avec II : matrice unitaire

A2 : matrice diagonale

L’estimation de la matrice de mélange est elle méme séparée en deux étapes : estimation
de la matrice de blanchiment (W = AV 2V+) et estimation d'une matrice unitaire restante
IT. Comme le montre le chapitre 3, ’ACP classique ne peut étre utilisée dans la premiére étape
car elle n’est pas adaptée aux situations bruitées, sans connaissance sur la matrice spectrale
des bruits ou sans 'hypothése de bruits spatialement blancs.

Le paragraphe 5.3 montre comment obtenir la matrice spectrale des mélanges non bruités
a partir de deux Matrices Spectrales Décalées des observations. Cette technique suppose que

les sources sont des sinusoides et que les bruits ont des supports de corrélation finis. Nous
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CHAPITRE 5. Séparation de signauz & spectres de raies, méthode a retards

définissons ainsi une ACP robuste dans un contexte de bruits spatialement corrélés.

Au paragraphe 5.4 nous nous intéressons a la détermination de la matrice unitaire II.
Les techniques classiques permettent d’estimer IT en absence de bruit & 'aide de statistiques
d’ordre deux [BAMCM97] et en présence de bruits gaussiens a ’aide de statistiques d’ordre
supérieur a deux (SOS) [GL90|. Malheureusement, lorsque les bruits ne sont pas gaussiens
ou lorsque les niveaux de bruits sont élevés, ces techniques générent des erreurs d’estimation
importantes. Nous montrons, au paragraphe 5.4, que lorsque les supports de corrélation des
sources sont supérieurs a ceux des bruits, il est possible d’estimer IT & I’aide de statistiques
d’ordre deux. Nous développons une méthode spectrale dans laquelle nous diagonalisons une
Matrice Spectrale Décalée a chaque canal fréquentiel alors que [BAMCM97]| diagonalise des

matrices d’intercorrélations.

Apreés cette premiére étape chaque sortie contient une source et du bruit. La matrice W
réalise la projection des observations sur une base du sous-espace signal. En réalisant aussi une
projection sur les directions complémentaires, nous obtenons des références bruit seul en vue
de I'étape de réduction de bruit (paragraphe 5.5.1). La derniére étape, décrite au paragraphe

5.5, consiste & débruiter chacune des premiéres voies a l'aide des autres.

Le schéma du séparateur auquel nous allons aboutir est donné & la figure 5.1 ot r! désigne
le vecteur des observations au canal fréquentiel traité. Nous allons a présent détailler chacune
des parties du systéme, puis nous présenterons des résultats de simulation dans un contexte

fortement bruité.

BT ietrice VPG _ |  Estimateur du
= DVS VPD nombre de sources
Interspectrale > par DSEou Tl
™| Estimateur .
du filtre
Matrice »| blanchisseur
s Interspectrale

5
£
g Meilleure base du SES
&8 (X
= Réduction de bruit
Filtre de Wiener
(X
Base du SE{
Matrice
XL = | Interspectrae | DVP IBaseduses l

N\
vecteur des sources estimées au canal fréquentiel traité st

DVP : décomposition en valeurs propres DVS: décomposition en valeurs singulieres
VPG : vecteurs propres de gauche VPD : vecteurs propres de droite

DSE : distance entre sous-espaces Tl : Traitement d’' Image

SES/ SEB : sous-espaces signal / bruit (X) : produit matriciel

FiG. 5.1: Schéma du séparateur & décalages
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5.2. Position du probléme (rappels)

5.2 Position du probléme (rappels)

Nous considérons un systéme linéaire et stationnaire a ng entrées et n (n > ngy) sorties.
Les ng signaux sources présents en entrée sont constitués d’une somme de composantes sinu-
soidales qui ne sont pas nécessairement harmoniques. Il peut donc s’agir de signaux presque
périodiques tels que ceux obtenus par des modulations d’amplitude de signaux périodiques
de fondamentaux non multiples. Notons ¢; le nombre de composantes sinusoidales de la ¢éme
source et respectivement Ai-“, vf, qbf I'amplitude, la fréquence et la phase de la kéme compo-

sante au sein de cette source. On obtient :

¢i
s (t) = Z A cos (27rvft + ¢f) (5.1)
k=1

On suppose que des sources différentes n’ont pas de composantes & la méme fréquence.
En revanche elles peuvent posséder des composantes proches. La difficulté du probléme de
séparation provient de la présence de fréquences pures proches non résolues par la TFD.

Les capteurs observent des mélanges convolutifs additivement bruités. Les bruits sont
supposés décorrélés des sources mais peuvent étre corrélés entre eux. Tous les signaux sont
supposés centrés. Les traitements sont réalisés dans le domaine fréquentiel aprés Transformée
de Fourier Discréte (TFD) sur des blocs de N échantillons. L’analyse a durée limitée provoque
un étalement spectral et les composantes proches se mélangent. On dispose alors d’un mélange
fréquentiel instantané par canal fréquentiel. Notons ¢ le nombre de composantes sinusoidales
différentes mélangées au canal discret f et supposons cette quantité connue. La TFD des
observations temporelles sur la fenétre [¢,... ,# + N — 1] constitue le vecteur r’ (f) modélisé
par :

' (f) =H(f)s' () +b'(f)
—
yi(f)

— H (f) est la matrice (n x ¢) de mélange affectée des densités spectrales des sources,

— 8! (f) est le vecteur (¢ x 1) des sources normalisées,

_ bt(

-y

Pour la suite nous omettons la notation fréquentielle (f). La Décomposition en Valeurs

f) est le vecteur (n x 1) des bruits,

f) est le vecteur (n x 1) des mélanges non bruités.

Singulieéres (DVS) de H peut s’écrire

V : matrice unitaire n X ¢
H=VAY2II avec II : matrice unitaire ¢ X ¢
AY2 = diag (\/)\1,... ,\/)\c) avec A1 > ...>A.>0

La séparation de sources consiste 4 déterminer la pseudo-inverse de H notée H#. Nous
proposons d’employer une méthode orthogonale. Dans ces méthodes I'inversion s’obtient en

deux étapes (voir chapitre 3). La premiére étape, décrite en (5.2), consiste en un blanchiment
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spatial de la partie utile des signaux. La seconde étape permet ensuite de déterminer la matrice

unitaire IT & partir des signaux x’.

x! = Wr! = TIs' + Wb! avec W =A"'2V* (5.2)

Les matrices A et V qui interviennent dans I’expression de la matrice de blanchiment,
sont les éléments de la décomposition en valeurs propres (DVP) de la matrice spectrale des
observations non bruitées Ryy. En tenant compte de la normalisation des sources (les dsp des

sources sont reportées multiplicativement dans les colonnes de H) on a :

Ryy = F [yt yt+] —HH" = VAV" avec A=AY2AY27 (5.3)
Notons au passage que la matrice Ryy étant de taille (n x n) sa DVP se met aussi sous
la forme :
+ A O
R,, =[V,V,| A avec A =
vy [ J—] VI ] 0 0

Tout le probléme consiste donc & estimer Ryy (de taille n x n) a partir des observations
bruitées. Les bruits étant centrés et décorrélés des sources, la matrice spectrale des observa-

tions, classiquement utilisée par 1’Analyse en Composantes Principales s’écrit :
Ry =B |1’ o' | = Ryy + Rin, (5.4)

Mais ici elle ne peut étre utilisée puisque les bruits n’étant pas spatialement blancs, la
matrice spectrale des bruits ne peut pas s’écrire sous la forme agIn ou I, est la matrice
identité de rang n.

Nous proposons dans le paragraphe 5.3 une ACP revisitée robuste aux bruits spatialement
corrélés, adaptée aux sources temporellement corrélées. Nous montrons qu’il est possible de
calculer la matrice spectrale Ry, exacte en fonction de Matrices Spectrales Décalées. Puisque
le support de corrélation des sources est supérieur a celui des bruits, nous pourrons obtenir
une matrice spectrale “débruitée” en utilisant des observations temporellement décalées. Ces

Matrices Spectrales Décalées ont été définies et étudiées au chapitre précédent.

5.3 Estimation du sous-espace signal

5.3.1 Calcul de la matrice spectrale non bruitée

Le support de corrélation des sinusoides étant infini et ceux des bruits étant supposés
finis, nous montrons que la matrice de blanchiment W peut étre estimée & ’aide des TFD des
observations temporellement décalées, r’ et r'*7. Ces observations permettent de construire

des Matrices Spectrales Décalées qui ne subissent pas I'influence des bruits (voir chapitre 4).

Calculons la Matrice Spectrale Décalée des observations bruitées par :

Ri = B[r' (7)) 7] = R}y + Rip
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5.8. Estimation du sous-espace signal

Dans cette écriture r! et r'*t7 sont les TFD des observations temporelles sur les fenétres
débutant respectivement aux indices t et t+ 7. Notons 7p le plus grand support de corrélation
des composantes du vecteur bruit b’. Le support de corrélation des sinusoides étant infini,

T sont issus d’échantillons de

si 'on choisit un retard 7 tel que N 4+ 75 < 7 alors r! et ri*
bruit décorrélés et d’échantillons de signal corrélés (voir paragraphes 4.5.2, 4.5.3 et 4.5.4). Par

conséquent Ry, est nulle et :
R], =R}, =HR[ H" (5.5)

Notons v; la fréquence de la iéme source vue dans le canal d’analyse. Etant donné que les
sources sont normalisées et orthogonales, R7, est uniquement constituée d’'une matrice dia-
gonale d’exponentielles complexes dont les termes de phases dépendent des fréquences des

composantes sinusoidales et du retard choisi :
e*j27rl/17' 0
0 e—j27rllc7'
En introduisant la DVS de H dans (5.5) on obtient
RI, = VA'2IIOITT A /2H vt (5.6)

La matrice de phase 6 évite I’élimination de la matrice unitaire IT dans R[,.. Pour retrouver la

DVP de la matrice spectrale des mélanges non bruités Ryy, (Ryy = VAV ™), il est nécessaire

T

d’utiliser plusieurs Matrices Spectrales Décalées. Nous remarquons, grace a la forme de R,

que si nous changeons le signe du retard 7, les phases changent de signe dans 6. Par ailleurs

on a :

R, = VAY2II9 I AV VT = (RT)* (5.7)
ol ()# désigne la pseudo-inverse. R, est une matrice n X n mais de rang c inférieur a
n. Calculons une seconde Matrice Spectrale Décalée, au retard —27, nous avons de la méme
maniére :
_ —1
R = VA2 (7)) ITHAV/2H v (5.8)

Deux retards suffisent donc pour éliminer la matrice de phases 6, quel que soit le bruit
additif sur les capteurs (5.9). On a alors reconstruit exactement la matrice spectrale des

mélanges non bruités.

A =R], (RL))" R, = VAV' =Ry, (5.9)
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La DVP de la matrice A permet ensuite d’estimer les valeurs propres et les vecteurs propres
de Ryy, et donc d’estimer correctement le sous-espace signal. Notons cependant que dans le
calcul (5.9), I'inversion de RLF est réalisée par le calcul de la pseudo-inverse en supposant
le rang ¢ connu. Lorsque le nombre de composantes sinusoidales ¢ est inconnu, il peut étre
estimé de facon robuste & ’aide de Matrices Spectrales Décalées, méme en présence de bruits
spatialement corrélés [FSLI8|. Cette étape fera 'objet du prochain chapitre.

La matrice spectrale non bruitée estimée peut étre calculée quel que soit le retard 7 choisi
& condition de s’affranchir du bruit. La formule donnant la matrice spectrale non bruitée
en fonction des deux Matrices Spectrales Décalées de retard 7 et (2.7) est toujours exacte,
méme si une des matrices décalées devient égale & I'identité ou si 0 est proche de I'identité.
Ceci peut se produire pour certaines valeurs de 7, ou pour des fréquences v;trés proches. Les

performances sont illustrées dans le paragraphe suivant & ’aide de résultats de simulations.

5.3.2 Reésultats de simulation

Estimation des valeurs propres

Deux sources sont mélangées et observées sur 6 capteurs. Chaque source est la somme
de 2 sinusoides (fréquences réduites 0.14, 0.36 pour la premiére source et 0.15, 0.37 pour la
seconde). Il existe donc 2 canaux de mélange ou plus en raison de la “vision latérale” die a
I’analyse & durée limitée. Le mélange est obtenu par des filtres AR d’ordre 1, tels que certains
filtres sont passe-bas et d’autres passe-hauts. Cette situation a un intérét par rapport & un
mélange instantané car d’une part les mélanges sont différents dans les deux canaux et d’autre
part pour des TFD réalisées sur peu d’échantillons les sinusoides ne sont plus exactement des
fonctions propres des FLH. Il est important de se mettre dans la situation la plus réaliste
possible. C’est aussi pour cela que nous avons défini deux canaux de mélanges alors que seul
le premier sera traité. Les bruits additifs sont spatialement corrélés et sont issus du filtrage de
bruits blancs par des filtres AR1. Comme nous pouvons le voir dans le tableau ci-dessous, les
dsp des bruits sur chaque capteur sont trés différentes bien que les RSB entre les contributions
des sources et des bruits sur chaque capteur soient égaux et fixés & —5dB. Ces mesures ont
été effectuées au canal de fréquence centrale réduite 0.15. Dans ce canal, les bruits additifs
ne sont donc pas négligeables et ne vérifient pas les hypothéses de bruits spatialement blancs

nécessaires pour utiliser ’ACP.

capteurs | dsp du bruit | RSB en dB
1 0.17 -5.01
2 0.32 -5.03
3 0.14 -5.01
4 0.21 -5.02
5 0.43 -5.00
6 0.09 -5.00
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5.8. Estimation du sous-espace signal

Les simulations ont été effectués sur 600 blocs de données avec un recouvrement de 16
échantillons. Les TFD ont été calculées sur 64 points et le retard 7 a été choisi égal a 70.

Notons 7y, les valeurs propres de la matrice spectrale non bruitée Ryy (en trait plein)
et vy, les valeurs propres estimées par ACP a partir de la matrice spectrale des observations
R,r. Les valeurs propres sont tracées en fonction de la fréquence sur les figures 5.2 et 5.3. A
chaque canal, nous avons 6 valeurs propres issues de la DVP de chacune des deux matrices
spectrales de taille (6 x 6). Nous avons donc 6 courbes pour 7y (dont 4 nulles puisque il n’y
a que 2 sources) et 6 courbes pour 7 (figure 5.2). Nous pouvons remarquer que les valeurs
propres estimées par ACP sont assez différentes des valeurs propres exactes. En particulier, la
premiére valeur propre de y; & la fréquence 0.15 est complétement fausse. Notons maintenant
9, les valeurs propres estimées par la méthode développée au paragraphe précédent 5.3.1.
Nous voyons a la figure 5.3 que les deux premiéres valeurs propres coincident sur toute la

bande de fréquence et que les autres sont bien proches de zéro.

15f =y

F1G. 5.2: Valeurs propres estimées par ACP et valeurs propres de Ry

1.4

1.2} Y, 1

0.8}
06}
0.4t
02f .

F1G. 5.3: Valeurs propres estimées par décalage et valeurs propres de Ryy

63



CHAPITRE 5. Séparation de signauz & spectres de raies, méthode a retards

Etude statistique

Apreés ’étude qualitative du paragraphe précédent, nous présentons maintenant les per-
formances de I'estimateur de Ryy de I'équation (5.9). Pour cela nous avons effectué des si-
mulations de Monte-Carlo sur ’erreur relative des valeurs propres de 'estimée ﬁy\y et sur la
distance au sous-espace signal exact, a I’aide des vecteurs propres. Comme au paragraphe pré-
cédent, deux sources sont mélangées et observées sur 6 capteurs. Chaque source est composée
d’une sinusoide (aux fréquences réduites 0.14 et 0.15). Le mélange spectral est obtenu dans ce
canal par une matrice choisie aléatoirement dans la famille des matrices réelles de taille (6 x 2)
pseudo-inversibles dont chaque terme est uniformément réparti entre 0 et 1. Les traitements
sont réalisés au canal de fréquence centrale réduite 0.15. Les matrices spectrales sont estimées
sur 100 blocs de données avec un recouvrement de moitié. Les TFD ont été calculées sur 64
points et le retard 7 a été choisi égal a 80. Le nombre de sources est connu et pris égal a 2. Le
rapport signal & bruit est le méme sur tous les capteurs. Pour les simulations de Monte-Carlo
il évolue de -10dB & 10dB. Pour chaque niveau de bruit I'expérience est renouvelée 100 fois.

Nous mesurons tout d’abord la moyenne de la somme des erreurs relatives sur les deux

premieres valeurs propres de Ry, dans deux situations distinctes indexées par k = 1,2 :

c 2

Bp=)_

=1

Ai — i
Ai

avecici ¢ =2

La définition de l'erreur relative sur les valeurs propres A; ne permet pas d’utiliser les valeurs
propres nulles.

— Dans la situation & = 2 les bruits additifs sont spatialement corrélés et sont issus du
filtrage de bruits blancs par des filtres AR1, comme au paragraphe précédent. On trace
alors (figure 5.4 courbe E2) l'indice de performance calculé par la méthode proposée
en (5.9). Dans ce cas 1a il est impossible de comparer avec ’ACP classique qui est
totalement défectueuse. L’erreur relative varie de 3% (a -10 dB) a 0.5% (& 0dB). Les
erreurs relatives calculées sur les termes de la matrice spectrale non bruitée estimée ﬁy\y
sont du méme ordre. Les résultats sont trés satisfaisants.

— Nous pouvons comparer les résultats avec ’ACP lorsque les bruits sont spatialement
blancs (situation k& = 1). L’erreur d’estimation, notée El, est plus forte mais reste
cependant du méme ordre. Les performances deviennent trés proches pour des RSB
supérieurs a 5dB. Ceci montre I'aptitude de la méthode proposée a fonctionner dans

toutes les situations.
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5.8. Estimation du sous-espace signal

ERREURS RELATIVES

F1Gc. 5.4: Erreurs relatives

Nous évaluons ensuite la qualité d’estimation du sous-espace signal par la distance entre le
sous-espace signal exact et le sous-espace estimé. Celui-ci est engendré par les deux premiers
vecteurs propres de ﬁy\y (5.9) et constituant la matrice \Y2 qui est une estimation de V.
D’apres |[GL83, p23], la distance entre deux sous-espaces & et 6/'; est définie par la norme-
2 matricielle de 1’écart entre les projecteurs orthogonaux sur & et 6/'; (5.10). En effet, le
projecteur orthogonal sur un espace vectoriel est unique : il est défini par VV™ ot V est une
base orthonormée quelconque de cet espace. La distance entre le sous-espace signal et son
estimée est donc définie par :

d (5’5,53) - H\?\Aﬁ —VV+H2 . (5.10)

Elle est toujours comprise entre 0 et 1.

0.7

0.6 B

0.5 B

DISTANCES
o
IS

o
w

o
RSB

Fi1G. 5.5: Distances entre sous-espaces
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Nous avons tracé sur la figure (5.5) la distance entre le sous-espace signal exact et le
sous-espace signal estimé :

— par la méthode a décalage (5.9) pour des bruits spatialement corrélés (distance dl1),

— par ACP (voir partie 1) pour des bruits spatialement corrélés (distance d3),

— par ACP (voir partie 1) pour des bruits spatialement blancs (distance d2).

Nous voyons que les résultats de d1 et d3 ne coincident que pour des RSB forts (supérieurs
ou égaux a 8dB). Nous voyons que dl et d2 sont trés proches, d1 étant méme légérement
inférieure & ’ACP lorsque le modéle de bruits spatialement blancs est vérifié. Ceci montre la
performance de la méthode proposée pour des bruits spatialement corrélés et la limitation de
I’ACP dans ce contexte.

Lorsque la matrice des vecteurs propres V est mal estimée, la projection des observations
bruitées se fait sur un sous-espace erroné dont la distance au vrai sous-espace a été mesurée
précédemment. Ceci géneére alors deux problémes :

— le modele aprés blanchiment n’est plus égal & :
x! = Is' + Wb! avec W =A""2V" (5.11)

ou la matrice IT est une matrice unitaire de taille (¢ x ¢). Ceci engendre donc par la
suite des erreurs dans l'estimation de II.
— l'augmentation du Rapport Signal & Bruit global est moins importante.
On comprend alors l'intérét de bien réaliser cette premiére étape car les erreurs d’estima-
tion peuvent difficilement étre corrigées lors de la seconde étape. Elles seront plutdt amplifiées.

Etudions maintenant la seconde étape.

5.4 Transformation Orthogonale

Nous avons vu dans la premiére partie que dans le cas d’un mélange instantané non bruité,
la transformation orthogonale II peut étre estimée & ’aide de statistiques d’ordres supérieurs
a deux. Son estimation peut étre obtenue en maximisant une mesure d’indépendance ou
fonction de contraste entre les sources estimées (voir chapitre 3). Lorsque les sources sont
temporellement corrélées, IT est identifiable en absence de bruit a I’aide de statistiques d’ordre
deux [BAMCMO7]| en diagonalisant des matrices d’intercorrélations. Dans le cas ou les bruits
sont gaussiens, une fonction de contraste utilisant des cumulants d’ordre 4 peut étre exploitée
[RL89] [Car90] [CS93] [Com90] [Com94b] [GLIO] [Sou93|. En effet ceux-ci s’affranchissent

théoriquement totalement du bruit gaussien.
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Lorsque les bruits ne sont pas gaussiens ou lorsque les niveaux de bruits sont élevés, ces
techniques générent des erreurs d’estimation importantes. Dans le cas d’'un mélange spectral,
nous montrons que lorsque les supports de corrélation des sources sont supérieurs a ceux des
bruits, il est possible d’estimer II & 1’aide de statistiques d’ordre deux. Nous développons
une méthode spectrale proche de [BAMCMO97| qui diagonalise une ou plusieurs Matrice(s)
Spectrale(s) Décalée(s) a chaque canal fréquentiel au lieu d’un ensemble de matrices d’inter-
corrélations.

Lorsque les supports de corrélation des sources sont supérieurs & ceux des bruits, nous
avons vu comment estimer la matrice de blanchiment W = A~Y/2V+ par DVP de A (5.9).
Aprés projection sur les ¢ premiers vecteurs propres et normalisation, nous obtenons le vecteur

d’observations x! de taille c.

x! = Wr! avec W =A"Y2v+ (5.12)

x! = TIs' + Wb! (5.13)

ou la matrice IT est une matrice unitaire de taille (¢ x ¢).

+7

Soient les vecteurs x! et x!*7 obtenus par blanchiment & ’ordre deux des vecteurs r’ et

r'*7. Si T est supérieur au support de corrélation des bruits, leur Matrice Spectrale Décalée

ne subit pas I'influence des bruits :
R. —E [xt (xt+7)+] =11 6(r) I (5.14)
O(7) est la Matrice Spectrale Décalée des TED des sources :

e*j27rlj1’r 0

o(r) = (5.15)

0 e—j?m/cT

Pour obtenir ce résultat, si les TFD sont effectuées sur N échantillons, il faut avoir (7 >
N + 1) ou 7 est la plus grande durée de corrélation des bruits.

Dans la relation (5.14), on constate que II est la matrice des vecteurs propres de R, sous
la condition que les termes diagonaux de la matrice 6 soient différents. Les termes diagonaux
sont proportionnels a [672”‘(%7”1)7, - ,672"3‘(%7”0)7] ol vy, ..., Ve sont les fréquences réduites
des composantes sinusoidales présentes dans le signal au canal f. Ces termes ne dépendent
que des écarts en fréquence réduite des composantes. L’influence de 7 est identique en basse
et haute fréquence. Les termes sont périodiques en 7, de période (T; = ﬁ) Pour certains
retards 7 et certaines fréquences v;, il est possible qu'un terme soit égal a 1. On évite ce
probléme en diagonalisant de maniére conjointe plusieurs Matrices Spectrales Décalées telles
que les Matrices Spectrales Décalées des sources 6(7) soient différentes. Ceci permet en outre
d’augmenter la robustesse de l'estimation [BAMCMO7].
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Dans un canal de fréquence, (‘% — v;|) est inférieur & (1/N) et donc T; strictement supé-
rieur & N. Si on utilise deux Matrices Spectrales Décalées de retards (7' = 7) et (7' = 7+ N),
alors les deux termes e 2™(% )7 geront différents et ne peuvent étre égaux a 1 tous les
deux. Ce critére simple permet d’obtenir efficacement la matrice II.

La séparation est achevée par la projection :

vt = H#b!

H#* = [ITA-1/2v+ (5.16)

al =II"x' =s' + v! avec {
La DVP de R7, donne II & une matrice complexe de permutation pres Il = IIP. Nous avons
alors achevé I'identification de la pseudo inverse de la matrice de mélange. Le résultat de cette
séparation est le vecteur a’, de taille ¢. Dans le cas ou la séparation est parfaite, les sorties

t

a sont constituées chacune d'une source st et d'une composante de bruit »!. La matrice de

covariance des bruits est égale & Ryv :

Ry = E [vt v”] = H*Rpp, (H?)* = A2V Ry, VA Y21 (5.17)

Les composantes de bruit sont corrélées puisque la matrice H# ne diagonalise pas la matrice
spectrale des bruits, quelle que soit la matrice de corrélation des bruits originels Rypp sur
les capteurs. Nous montrons dans le prochain paragraphe comment utiliser la corrélation des

composantes de bruit pour augmenter le rapport signal a bruit.

Pour mesurer la qualité de I'estimation de la matrice II en contexte bruité, nous avons
tracé le taux de réjection aprés séparation. On définit le taux de réjection I, [Car96] comme
étant la puissance relative de la géme source dans ’estimée de la péme source. Nous avons
simulé le modele (5.13) en supposant un blanchiment exact. Les paramétres de simulations
sont les mémes que précédemment (2 sources, 6 capteurs, bruits spatialement corrélés). Nous
avons comparé les performances avec 'algorithme JADE qui s’affranchit du bruit gaussien
en exploitant des cumulants d’ordre 4 des observations [Sou93|. Nous présentons les taux de

réjection moyens

Gi|? ~
TRM = moy; (moyk# <|| le||2 )) avec G =IITII
i

calculés pour des rapports signal & bruit compris entre -10dB et 10dB :

— entre les sources estimées par diagonalisation de la quadricovariance JADE (I1),

— entre les sources estimées par diagonalisation d’une Matrice Spectrale Décalée (12).

Pour comparer avec JADE, les bruits additifs ont été pris gaussiens. Le nombre de
moyennes indépendantes (ici égal a 100) n’est pas assez grand pour que l'influence des bruits
additifs soit négligeable. La méthode n’exploitant que des statistiques d’ordre 2 est nettement

plus performante. Les résultats sont du méme ordre pour des RSB forts de 1’ordre de 7dB.
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0.7

0.6 — 4
-—— 12

<) o
A u

TAUX DE REJECTION
o
w

0.1

Fic. 5.6: Taux de réjection

5.5 Réduction de bruit

La séparation de sources telle que nous l'avons envisagée jusqu’a présent vise & estimer
au mieux les sources sans se préoccuper des bruits. Les estimées bruitées ainsi obtenues ne
sont pas toujours d’une grande utilité. Lorsque le RSB des observations est faible il peut
étre judicieux de faire des concessions sur la qualité de la séparation en contrepartie d’une
réduction de bruit efficace. Le critére de séparation adopté est celui de la maximisation du
Rapport Signal a Bruit ou du Rapport Signal a Bruit plus Interférences. Ce critére conduit
a réaliser successivement une étape de séparation classique suivie d’une étape de réduction
de bruit sur chacune des sorties & 1’aide des autres sorties. Pour améliorer le dispositif nous
proposons d’adjoindre des références de bruit supplémentaires lorsque le nombre de capteur
est supérieur au nombre de composantes sources. Comme précédemment les traitements sont
effectués dans chaque canal de fréquence. La réduction de bruit est mise en oeuvre par un filtre
de Wiener multi-références sous forme d’algorithme bloc. Nous présentons les performances

du réducteur de bruit dans des situations ou la réduction de bruit est presque parfaite.

5.5.1 Projections sur les sous-espaces signal et bruit

Dans le cas oul le nombre de capteurs n est supérieur au nombre de composantes sinu-
soidales ¢, nous avons vu qu’une premiére étape de projection sur les sous-espaces signal et
bruit (Analyse en Composantes Principales) permettait de séparer I'information totale sur les
sources et les bruits en ¢ sorties contenant a la fois les sources et les bruits. Une deuxiéme
étape d’identification de la matrice de mélange permet de séparer les sources dans ces ¢ sorties.
Nous avons alors ¢ voies ne contenant qu’une seule source, différente d’une sortie & ’autre,

additivement bruitée par des composantes de bruits spatialement corrélées
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L’intérét de la premiére étape de blanchiment est d’augmenter le rapport signal & bruit en
gardant toute I'information sur les ¢ sinusoides dans ¢ sorties aprés blanchiment (projection

t sur le sous-espace signal et normalisation par A_1/2). L’identification et

des observations r
la séparation sont ainsi plus performantes qu'une séparation directe & partir des signaux
fortement bruités. La projection de r’ sur I'espace complémentaire (V '), noté x’ , élimine

totalement les sources et ne contient que des combinaisons des bruits :

x! = TIs' + Wb (5.18)
x| = VIVAY2IIs! + Vbl = Vib!
0

L’information totale sur les sources et les bruits est donc contenue dans les n signaux a’

et x| de taille respectivement (c x 1) et (n —¢) x 1. Il est alors possible d’utiliser les (n — ¢)
derniéres voies comme références-bruit-seul pour débruiter au mieux les ¢ premiéres sorties.
Le critére utilisé ici est de maximiser la puissance de la source estimée sur chaque voie,

vis-a-vis du bruit sur cette sortie. Nous allons le détailler au paragraphe suivant.

5.5.2 Séparation de sources par maximisation du RSB des estimées

La présence de bruits corrélés sur toutes les sorties du séparateur implique que les com-
posantes du vecteur a’ sont corrélées entre elles et corrélées avec les composantes de xﬁ_.

Regroupons tous ces signaux dans un méme vecteur z'

A Taide de ces signaux, nous cherchons a améliorer le rapport signal & bruit par rapport a
une source st. Deux stratégies sont envisageables : soit utiliser seulement les (n — ¢) derniéres
voies pour maximiser le Rapport Signal & Bruit entre la source s’ et les composantes de bruit,
soit utiliser toutes les voies et maximiser le Rapport Signal & Bruit plus Interférences entre
la source s! et les autres sources plus les composantes de bruit [Che95]. Dans le deuxiéme
cas, le RSB obtenu sera théoriquement plus grand puisque les (n — ¢) derniéres voies ne
seront utilisées que si leur corrélation permet de faire diminuer la puissance du résidu (autres
sources et bruits). En revanche, ce traitement va ajouter un résidu des autres sources (ou

interférences), ce qui peut étre génant dans certaines applications.
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5.5. Réduction de bruit

Si l'identification de H# est parfaite, les ¢ premiéres voies de z, notées 2!, ne contiennent

uw’une seule source st et une composante de bruit v!.
(2 1

zi(t)=st+ol, i=1,...,c (5.19)

~

De maniére & obtenir ¢ sources “débruitées” st, nous cherchons un filtrage linéaire des (n — 1)

autres voies tels que :

ot v} est I'estimée de la iéme composante de bruit (1 <4 < ¢). Elle est obtenue par une com-
binaison linéaire des (n — 1) composantes restantes de z’, & I’aide des coefficients complexes
Fk .

A~

¢ T .t
vl=> Fpz, =F" -2, (5.20)
k#i
avec
t ¢ t t 1T
Z—Z — [Zl,... ,Zi_l,zi+1,... ,Zn]
T
F = [Fla"'aFi—laE+la"-aFn]

Le fait d’utiliser les (¢ — 1) sorties de la séparation de sources va remélanger les sources et
il faut donc déterminer un filtre qui maximise la puissance de la source sg, vis-a-vis du résidu
d’énergie des autres sources et du bruit sur la sortie sf. C’est le filtre qui maximise le Rapport

<

Signal & Bruit plus Interférences pour la source 4 :

t

s; s’écrit aussi :

~

t _ Jt t T t .t t T t t -
si=s;+v,—F .z, =s+uv, —F -(s_;+v ;) i=1,...c

Le filtre que nous cherchons doit maximiser :

Ry s
BI, = —Z2i%
RSBIS, P

—1i

ou P_; est la puissance du résidu des autres sources et des bruits : Uf —FT. (slt_Z + vt_l)
Maximiser RSBI,, par rapport aux coefficients du filtre F est équivalent & minimiser P_;,
c’est & dire a4 minimiser la puissance de (v} — FT -z’ ).

— Si la séparation est parfaite, s! est décorrélé de (vf — FT - (s', + v ,)) et minimiser
(v! — FT . 2t ) équivaut & minimiser (s! + v! — FT . z! ). Le filtre F doit donc tout
simplement minimiser la puissance de (/s\;t = zf —FT. Zt_z)

— Si la séparation est imparfaite, en cherchant & minimiser le RSBI on risque de perdre

certaines sources et d’avoir en contre partie plusieurs fois la méme source en sortie.
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Nous reconnaissons un filtre de Wiener classique qui minimise I'Erreur Quadratique
Moyenne [Wie49] :

B[l -5t ]
min

—1

Puisque les sources sont supposées décorrélées, le résultat est un systéme de soustraction
de bruit multi-références dont 'observation est zf et les références-bruit sont les autres sorties
2t [JGC89].

Filtre de Wiener multi-références

La présence de bruits corrélés sur toutes les sorties du séparateur implique que les compo-
santes du vecteur a’ sont corrélées entre elles et corrélées avec les composantes de x'i. De fait,
le RSB relatif & chaque composante du vecteur a’ peut étre maximisé par un filtre de Wiener
dont les références bruit sont les (¢ — 1) composantes restantes de a’ et les (n — ¢) compo-
santes de x/ . L’estimation est obtenue par une combinaison linéaire des (n — 1) composantes
restantes de z' 4 1'aide des coefficients complexes F}, du filtre de Wiener qui minimise I’Erreur

Quadratique Moyenne :

R ~12
f= Zsz}i =FT.2", tel que E [ vt — vt ] (5.21)
ki min
avec
T
zt; = [zf, azf—lvzfﬂv“' ’th]
T
F = [F,...,F_,Fi,... ,F)]

Le théoréme de la projection orthogonale indique que la meilleure estimée au sens de 'EQM

minimale est celle dont I'erreur est orthogonale & tout vecteur de ’espace des observations :

(521) < (v;— At) L2 q#i
= E[(vf—v})-z;*]zo qF1
= E[vfz};*] :FT-E[in-z;*] qF#1

ce qui peut encore se mettre sous forme matricielle :
_wT
Rviz_i =F - RZ_iZ_i
avec

R,, =E [v? - 2t ~+] (5.22)
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et
R, . =Bo 2] (5.23)
En remarquant que RZTﬂ_zﬂ, =R, ., , lefiltre de Wiener s’écrit finalement :
* -1 T
F= (Rzﬂ'zﬂ‘> Ryz, (5.24)

Soustraction du bruit

Dans l’expression des coefficients (5.24) on a besoin de la matrice d’intercorrélation Ry, ,
mais elle n’est pas accessible puisque 1’on cherche justement v;. On a donc besoin d’une

observation supplémentaire ; I’observation de la iéme voie :
Z; = §\Z + v;.

Le RSB en entrée est

La soustraction de bruit s’écrit :

Calculons
o =B [l = E [jz -6l =B[15 + o - 5’
Les s; et les v; sont indépendants et centrés donc
7 = B[l +E [jo - 6] = Bas + €% (5.25)
ou :
2 =E [|vz~ . @ﬂ (5.26)
Minimiser 72 revient a4 minimiser €2 donc on peut utiliser la nouvelle observation :
Ry, =E[(zi—5) 25 =R,

Dans ces conditions le filtre de Wiener s’écrit :

o (R;_iz_i) RT, . (5.27)
et Pestimée du bruit :
I~ T % -1
G5 =2, - (Rz_iz_i> ‘R.s, (5.28)
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Calcul du RSB

Nous montrons ici que le traitement a permis de faire augmenter le RSB. Le RSB en sortie
s’obtient par :
RSByorsie = 2505 > RSB 2 2
sortie — o2 > entrée Car Epmin < R’Ui'Ui (5 9)

min

En effet, la solution optimale de Wiener donne ’EQM minimale :

0
-1
6?nin = Rvi’Ui —-E [U;k ’ ZTZ' ’ W] :RUiUi - R:J:-z,i ’ (R:,izﬂ) ’ Rvizﬂ' (530)
scalai?e >0
et le gain en terme de RSB est donné par :
. RSBsortie . 1
i = RS Bowrer 1
entrée . RZz,i . (R;,iz,i> . Rziz,i
Ry;v;

Prenons 'exemple de deux sources. On suppose que 1’on traite la voie ¢ = 1,

z"

i Z2

) 2 -
Zoifii R.,., Rss + Ry
Rviz_i = Ry,zy, = Ryyzy = Ryjo,
Roizy Ry, v,

W = W = =
! R,z Rs}s} + Ryyu,

Ryl
RSA‘zSA‘z + vaz

_ 1
RSBentrée -
}%vlvl
Rss
151
RSBsortie >
R |R”1”2|
VU1 Ris55 T Rugos
1

Ga'L‘n sortie — >
entrée |Rv1v2|

1_
Ry (Rsyss +Rugo, )

Les performances sont dégradées par la présence de la source $3 dans la référence puisqu’elle

n’est pas corrélée avec le bruit. Il serait meilleur d’avoir une référence bruit seul.
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Une étude [JGC89] sur le filtrage de Wiener multi-références a montré qu’il était préférable
d’utiliser les références les plus corrélées au bruit. Si la cohérence est trop faible, ’erreur
d’estimation du filtre risque d’engendrer un signal d’erreur plus grand (en puissance) que
le gain obtenu par ’élimination de bruit [GC90]. Si le nombre de capteurs accessibles est
supérieur au nombre de sources, il est préférable de n’utiliser que des références bruit-seul.
Les projections sur le sous-espace signal seront plus cohérentes avec la voie & traiter que les
(c — 1) composantes restantes de a’ puisque la présence des sources décorrélées entre elles
fait diminuer la cohérence. Un seuil sur la cohérence estimée est calculé dans [Com85]. La

cohérence limite dépend des erreurs d’estimation et donc du moyennage.

5.6 Résultats de simulation

Trois fréquences pures proches filtrées par des filtres AR1 sont regues sur cing capteurs.
Les observations sont perturbées par cinq bruits obtenus par mélange instantané d’un bruit
blanc gaussien et d’un bruit blanc uniforme. Les TFD sont calculées sur des blocs de 64
échantillons fournissant une résolution de é ~ 0.016 en fréquence réduite. Les fréquences
réduites des sources étant v = 0.10, o = 0.11 et v3 = 0.12, une analyse spectrale & cette
résolution ne permet pas de les dissocier. Les traitements sont réalisés au canal f de fréquence
centrale % = 0.11 pour un Rapport Signal & Bruit global de 0dB. Les matrices spectrales sont
estimées sur 900 blocs. Le retard 7 est de 67 échantillons. Le nombre de sources est connu.

La qualité d’estimation de la matrice de décorrélation est mesurée par la matrice E des

erreurs relatives sur les composantes de W :

Wi — W;

E = (E;y) avec Eik:‘ W
i

On obtient
0.027 0.017 0.080 0.015 0.412

E= | 0.021 0.064 0.049 0.022 0.035
0.056 0.024 0.063 0.097 0.039

Ces erreurs relatives sont faibles pour un tel contexte de bruit.
La qualité d’estimation de Il est mesurée par la matrice Q = I+ Lorsque I'estimation

est parfaite, Q est une matrice de permutation (voir paragraphe 5.4). Ici on obtient

0.015 1.002 0.028
(1Qi1) = | 0.028 0.013 1.067
0.991 0.014 0.020

La lére source est sur la 3éme sortie (0.991), la 2éme source est sur la lére sortie (1.002) et

la 3éme source est sur la 2éme sortie (1.067).
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Les figures 5.7, 5.8 et 5.9 donnent les enveloppes des sources initiales & retrouver. La figure

5.10 donne I’enveloppe de I'observation bruitée de I’'un des capteurs.

2
1.5 1
2
s 1 -
=
% O.5} 4
o

3000 4000 5000 6000 7000
samples

FiG. 5.7: Enveloppe de la 1ére source

2
1.5t 1
R=]
=
= 1 FAVVAVAMAANAAAAAAANVAAAAAAVAVAAANVAAAAANVAANAA
-
=
S os| .
(@]
3000 4000 5000 6000 7000
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FiG. 5.8: Enveloppe de la 2éme source
2
L5 1
E=]
=
S 1 ANV WAV A
-
=
o os| .
(@]

3000 4000 5000 6000 7000
samples

FiG. 5.9: Enveloppe de la 3éme source
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envelopeof 15
O R N WO A

3000 4000 5000 6000 7000
samples

Fic. 5.10: Enveloppe d’une observation bruitée

Le RSB est de 0dB. Aprés séparation (étapes 5.5.1 et 5.4) les sorties a’ contiennent chacune
une source estimée et du bruit. L’enveloppe de 'une de ces sorties est donnée & la figure 5.11.
Le RSB est d’environ 6dB. Les figures 5.12, 5.13 et 5.14 donnent les enveloppes des sources

estimées débruitées.

envelopeof A

O r N W b

3000 4000 5000 6000 7000
samples

Fic. 5.11: Enveloppe d’une source estimée bruitée

envelopeof A (denoised)
v b

o
o

3000 4000 5000 6000 7000
samples

Fic. 5.12: Enveloppe de la 1ére source estimée
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N

envelopeof A (Oenoised)
- b

o
0

o}

3000 4000 5000 6000 7000
samples

Fic. 5.13: Enveloppe de la 2éme source estimée

N

R
i

envelopeof A (Oenoised)
0 -

o}

3000 4000 5000 6000 7000
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F1c. 5.14: Enveloppe de la 3éme source estimée

Dans le cas de la deuxieme source, le Rapport Signal & Bruit est égal & 25dB. On remarque
que les deux premiéres sources sont bien estimées. Les enveloppes ne contiennent pas de
battements, significatifs d’interférences avec une sinusoide de fréquence différente. La troisiéme

source est moins bien estimée mais le RSB est néanmoins de 15dB.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la séparation de sources a spectre de raies observées
au sein d’'un mélange convolutif bruité. Nous proposons une technique fréquentielle basée sur
des statistiques d’ordre deux des observations temporellement décalées. Nous obtenons ainsi
des matrices spectrales “débruitées”, & condition que les supports de corrélation des bruits
soient inférieurs & ceux des sources. Cette méthode est applicable bien que les bruits soient
spatialement et temporellement corrélés. En dernier lieu, une étape de réduction de bruit est
mise en oeuvre. Le débruitage dans le domaine fréquentiel permet de maximiser le RSB dans
chaque canal fréquentiel quelle que soit la dynamique fréquentielle des signaux. Dans chaque
canal les références bruit qui ne sont pas suffisamment cohérentes avec la voie & débruiter sont
rejetées, alors qu’un traitement temporel ne permettrait pas de faire cela. La contrepartie est
que la complexité de calcul est multipliée par le nombre de canaux fréquentiels & traiter.
La méthode donne des résultats satisfaisants dans un canal fréquentiel o le RSB est de 0
dB. L’étape de réduction de bruit est tres efficace en raison du nombre et de la qualité des

références disponibles.
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Chapitre 6

Estimation du nombre de sources

6.1 Introduction

De nombreuses méthodes de séparation nécessitent la connaissance du nombre de sources.
Les techniques orthogonales, en particulier, sont sensibles aux erreurs sur la dimension du
sous-espace signal. Dans le cas du modéle spectral, il faut estimer le nombre de composantes
indépendantes dans chaque bande de fréquences. L’estimation doit étre fiable et robuste aux
bruits. Ce point est crucial pour les mélanges & spectres de raies au sein desquels le nombre
de composantes est variable d’'une bande & autre. Toutes les méthodes qui sont présentées
dans ce chapitre exploitent des matrices de covariance. Ces matrices recélent 1’information
statistique & ’ordre deux sur les signaux et I'information géométrique sur la propagation.

Nous rappelons au paragraphe 6.2 qu’estimer le nombre de sources revient & estimer le
rang de la matrice de covariance des mélanges non bruités a partir des mélanges bruités. Des
hypothéses sur la matrice de covariance des bruits, ou sur la nature des bruits, sont néces-
saires pour résoudre le probléme. Le paragraphe 6.3 reprend les critéres classiques dont la
plupart exploitent 'information statistique fournie par les valeurs propres de la matrice de
covariance. C'est le cas, par exemple, des critéres AIC (Akaike Information Criteria) et MDL
(Maximum Description Length) [Sch78]. Ce sont des techniques du Maximum de Vraisem-
blance qui supposent que les bruits sont gaussiens et spatialement blancs. Nous rappelons les
résultats généraux sur la théorie de la perturbation. Ceux-ci indiquent que les valeurs propres
sont peu stables lorsque la matrice de corrélation des bruits s’écarte du modeéle. Ceci nous
conduit a l'idée directrice de méthodes plus récentes fondées sur la variable instrumentale
[SCI7] ou sur la recherche de deux sous-espaces stables [Kol94] dans la DVP de la matrice de
covariance.

Pour s’assurer de la robustesse vis-a-vis des bruits, nous proposons d’estimer une matrice
de covariance épurée de la corrélation statistique des bruits et d’exploiter ses vecteurs singu-
liers. En supposant que le support de corrélation des bruits est inférieur & celui des sources, on
estime, a 'aide d’observations temporellement décalées, une matrice spectrale “débruitée”. 11
s’agit de la “Matrice Spectrale Décalée” introduite au chapitre 4. Sa DVS fournit une matrice

diagonale de valeurs singuliéres et deux matrices distinctes de vecteurs propres. En présence
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de c sources, seules les ¢ premiéres valeurs singuliéres ne sont pas nulles. Les vecteurs propres
qui leur sont associés a gauche et & droite constituent deux bases du sous-espace signal (SES)
Es. En présence de perturbations (matrice spectrale mal estimée, mauvais choix du retard,
bruit trés fort) les écarts relatifs entre les ¢ premiéres valeurs singuliéres changent et les der-
niéres valeurs singuliéres ne sont plus nulles. En revanche les ¢ premiers vecteurs de gauche et
de droite restent fortement représentatifs de &;. Il est donc préférable d’exploiter les vecteurs
propres plutot que les valeurs singuliéres pour déterminer la dimension de &;.

Aux paragraphes 6.4.2 et 6.4.3 nous proposons deux critéres pour estimer le nombre de
sources a partir des vecteurs singuliers de la Matrice Spectrale Décalée. Le premier traite la
matrice des produits extérieurs hermitiens des vecteurs singuliers. Cette matrice a un parti-
tionnement particulier qui permet de détecter la dimension de &;. Les dimensions des sous-
matrices sont estimées par des méthodes de traitement d’images. L’intérét de cette méthode
réside dans le fait qu’elle permet de détecter le cas ou il n’y a pas de sources, c’est & dire pas
de structure particuliére dans 'image. Le second est un critére de distance minimale entre
sous-espaces. Ces deux critéres ne nécessitent pas de connaissance a priori sur les lois des
bruits et autorisent qu’ils soient temporellement et spatialement corrélés. La robustesse en
est améliorée puisque les distributions des bruits peuvent étre quelconques et différentes d’un
capteur & l'autre. La seule! hypothése nécessaire est celle qui a été faite précédemment au
sujet des supports de corrélation des signaux.

Enfin, le dernier paragraphe compare les méthodes a ’aide des probabilités de succés pour
différents modéles de bruits. Ces résultats, présentés en fonction du Rapport Signal a Bruit

(RSB), sont obtenus & partir de simulations de Monte-Carlo.

6.2 Formulation du probléme

Considérons un systéme linéaire et stationnaire a ng entrées et n (n > ng) sorties. Les
sources (signaux temporels d’entrée) sont inconnues. Elles sont centrées et décorrélés entre
elles. Les sorties observables sont des mélanges convolutifs des sources, perturbés par des
bruits additifs. Les bruits sont centrés et décorrélés des sources. IlIs peuvent étre corrélés entre
eux. On s’intéresse aux Transformées de Fourier Discrétes (TFD) des observations, calculées
sur des tranches glissantes de N échantillons. Notons ¢ le nombre de composantes-sources

présentes au canal discret f. C’est la quantité que nous souhaitons estimer. Le vecteur r’ (f)

des TFD des observations temporelles sur la fenétre [¢,... ,t + N — 1] s’écrit :
r' (f) =H(f)s' (f) + b (f) (6.1)
———
y4(f)

— H(f) est la matrice de mélange (n x ¢) pondérée par les racines carrées des densités

spectrales des sources,

L ’hypothese de décorrélation des bruits vis-a-vis des sources est conservée.
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— 8! (f) est le vecteur (¢ x 1) des sources normalisées,
— bl (f) est le vecteur (n x 1) des bruits.
Dans la suite nous omettons la notation fréquentielle (f). La matrice spectrale des obser-

vations est définie par :
R, =E [rt rtﬂ

ol ()+ désigne le transposé-conjugué. Les bruits étant centrés et décorrélés des sources, la
matrice spectrale des observations est la somme de la matrice spectrale des mélanges non

bruités et de celle des bruits :
Rrr = Ryy + Rbb ) (62)

La matrice spectrale des mélanges non bruités Ry, est de rang c. En raison de la normalisation

des sources, elle s’exprime simplement en fonction de la matrice de mélange des sources H :
_ +
R,, = HH

La matrice H admet une décomposition en valeurs singuliéres [GL83, p 16] de la forme

H = UA'?II, (6.3)
ou :
U : matrice unitaire de dimension n X n
A2 . matrice diagonale de dimension n x ¢
II : matrice unitaire de dimension ¢ X ¢

La matrice diagonale contient les valeurs singuliéres positives ou nulles rangées par valeurs
décroissantes. Ici, H étant de rang plein dans les colonnes, ses valeurs singuliéres sont toutes
strictement positives. De plus le nombre de capteurs étant supérieur au nombre de sources les

(n — ¢) derniéres lignes de A'/? ne possedent que des zéros :

VA 0

A2 = - avec A >...>A.>0.
0 Ve
o --- 0

En introduisant la décomposition en valeurs singuliéres (DVS) de H dans I'expression de
la matrice spectrale des observations, on obtient la décomposition en valeurs propres (DVP)
de Ryy :

Ry, = UAU" (6.4)
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avec
A= A2 A12T

L’écriture (6.4) peut se réduire sous la forme (6.5) ou l'on conserve dans V uniquement les ¢

premiéres colonnes de U et dans A uniquement les ¢ premiéres lignes et colonnes de A.

Ryy =V A V' (6.5)

nxec cXc cXn
La matrice V représente une base du sous-espace signal &. Le probléme se raméne donc
a estimer le rang de Ryy (ou le nombre de vecteurs de V) & partir des observations r'.
Comme nous avons acceés uniquement & une estimation de la matrice spectrale des observations
bruitées Ry, des hypothéses sur les bruits ou la connaissance exacte de Ry sont nécessaires.
Nous détaillons au paragraphe suivant les hypothéses couramment utilisées dans les méthodes

classiques lorsque la matrice spectrale des bruits Rpp est inconnue.

6.3 Méthodes classiques

6.3.1 Meéthodes statistiques avec I’hypothése de bruits blancs

Le probléme de l'estimation de la dimension du sous-espace signal est trés fréquent en
traitement du signal ou analyse de données. Les méthodes non paramétriques les plus connues,
AIC (Akaike Information Criteria) et MDL (Maximum Description Length) [Sch78|, sont
basées sur 'analyse des valeurs propres de la matrice de covariance, ou ici la matrice spectrale

des observations R,.. Dans ces méthodes on suppose que les bruits sont spatialement blancs :

Ry, = agIn ou I,, est I'identité de rang n

La DVP de R, se factorise alors

R, = [V,VL] (6.6)

A+ O'ZIC 0 \A
0 ol | | VI

ot V | est une base du sous-espace complémentaire orthogonal au sous-espace engendré par V.
On constate qu’en théorie le cas de bruits spatialement blancs revient simplement & considérer
simplement un décalage de l'origine pour les valeurs propres. Le zéro est remplacé par la dsp
du bruit. Dans la pratique ’estimation des matrices de covariance est entachée d’erreur et
les éléments diagonaux de Rpp ne sont pas tous identiques, perturbant toutes les valeurs
propres et les vecteurs propres qui leur sont associés. Indiquons a ce sujet que dans [PH96],
les auteurs remarquent qu’en présence de bruits blancs, le profil moyen des valeurs propres
ordonnées des matrices de covariance estimées est trés proche d’une fonction exponentielle

décroissante. Pour déterminer UZ et par suite c il faut procéder a un test statistique a partir
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de la loi du vecteur d’observation r!. C’est 1'objet des méthodes AIC (Akaike Information
Criteria) et MDL (Maximum Description Length) [Sch78]|. L’hypothése retenue est celle de
bruits gaussiens. Un test du Maximum de Vraisemblance est ensuite effectué sur les valeurs
propres de Ryp.

Lorsque les bruits possédent des dsp différentes ou des composantes spectrales corrélées
ou encore lorsque la matrice spectrale n’est pas assez bien estimée, le test d’hypothéses est
mis en défaut car on ne peut plus faire la factorisation (6.6). En effet, les valeurs propres
“voient” alors des contributions différentes des dsp des bruits et les directions principales
d’énergie ne sont plus dans le sous-espace signal. De plus, la théorie de la perturbation nous
indique que dans le cas d’une matrice hermitienne, ’ordre de la perturbation qui agit sur
chaque valeur propre est bien approché par la norme 2 de la matrice de perturbation [GL83,
p200-203]. Ici on peut considérer que la matrice de perturbation est égale a la différence entre
Ry, et une matrice afIn ou UZ est la moyenne des éléments diagonaux de Rypp. Si les bruits
sont spatialement corrélés ou de puissances différentes, les valeurs propres de Ry, sont alors
sensibles aux perturbations et le rang de Ryy ne sera pas fiable. En conclusion, les méthodes
AIC et MDL sont trés peu robustes aux hypothéses de bruits spatialement blancs et gaussiens,
ainsi que les méthodes exploitant les lois des valeurs propres de la matrice de covariance des

observations.

6.3.2 Abandon de I’hypothése de bruits blancs

Certains auteurs n’utilisent pas I'’hypothése de bruit spatialement blancs. Dans [WW94]
[SCS95] [SCI7], Rpp n’est plus proportionnelle a l'identité et est remplacée par une matrice
diagonale bloc moins contraignante. D’autres auteurs supposent que le support temporel de
corrélation du bruit est plus faible que celui des sources [SVO94| [VSO95| [SCI7|. Cette
derniére hypothése est réaliste pour notre application puisque les sources sinusoidales ont
des supports de corrélation infinis. La méthode de la variable instrumentale par exemple a
été développée dans les deux cas [SC97]. L’idée est de travailler avec deux jeux de données
pour lesquels les composantes de bruits sont décorrélés et les composantes de signal restent
fortement corrélés. Selon les hypothéses faites sur Rypp, les deux jeux de données sont :

— soit deux sous-vecteurs d’un méme jeu de données; on parle alors de variable instru-

mentale spatiale car ceci est équivalent & considérer des sous-antennes,

— soit deux vecteurs décalés dans le temps; on parle alors de variable instrumentale tem-

porelle.

La matrice d’intercorrélation entre les deux jeux de données s’affranchit alors de I'influence
des bruits. Sous la condition que la taille de chacun des sous-vecteurs (njet ny) soit supérieure
ou égale au nombre de sources ¢, le rang de cette matrice est égal & ¢. En ayant calculé les
matrices d’intercorrélation avec un sous-vecteur de dimension no variable, on détecte la valeur
de no (égale & ¢ + 1) pour laquelle la derniére valeur propre est théoriquement nulle. Pour
détecter cette situation la méthode de la variable instrumentale procéde a un test statistique

sur la loi de la derniére valeur propre. Les signaux recus sur les capteurs sont supposés étre
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des variables aléatoires iid, gaussiennes, complexes circulaires. En incrémentant ns, la loi de la

derniére valeur propre de la matrice de d’intercorrélation est alors gaussienne pour (ng = c+1).

Dans [WT98], nous retrouvons I'idée de travailler sur deux antennes distinctes. Les auteurs
calculent ensuite une fonction de vraisemblance d’aprés la matrice de covariance du systéme

complet. Les données sont encore supposées gaussiennes.

Le désavantage de ces méthodes réside dans le fait qu’il faut un grand nombre de capteurs
pour créer des sous-vecteurs des données. D’autre part, pour obtenir un test sur les valeurs
propres des matrices de covariance on doit définir leurs distributions statistiques. Le test est
alors sensible au fait que Rpp ne suit pas le modeéle théorique. Les données regues sur les
capteurs sont alors modélisées par des gaussiennes iid Pour ’application envisagée dans cette
theése, 'hypothése de sources gaussiennes est irréaliste. De plus, la distribution asymptotique
des valeurs propres dépend des valeurs propres exactes de la matrice, qui sont inconnues
[CWRI1].

6.3.3 Meéthodes fondées sur la stabilité du sous-espace signal

La méthode exposée dans [Kol94] travaille directement sur les vecteurs propres de la
matrice de covariance. L’auteur rappelle que les vecteurs propres du sous espace signal &
sont plus stables que ceux du sous-espace bruit &,. En effet, la stabilité d’un vecteur propre
dépend & la fois de la sensibilité et de I'isolement de sa valeur propre associée, par rapport
aux autres valeurs propres [GL83, p.204]. Dans I’hypothése ou les (n — ¢) valeurs propres du

sous-espace bruit sont égales (bruit spatialement blanc), n’importe quelle famille de (n — ¢)

1

<, est une famille de vecteurs propres de

vecteurs orthogonaux entre eux et appartenant a &
&y. Il n’y a pas de direction privilégiée dans ce sous-espace. Les vecteurs propres sont alors
trés sensibles aux erreurs d’estimation de la matrice de covariance. Les vecteurs propres du

sous-espace instable ESL sont équirépartis dans ce sous-espace.

Les vecteurs propres de & sont plus stables, car ils sont généralement associés a des
valeurs propres distinctes. Cependant, s’il existe une valeur propre multiple, ses vecteurs
propres associés seront aussi instables. L’auteur propose donc de tester la stabilité non pas
sur les vecteurs propres mais sur les sous-espaces associés a ces vecteurs [Kol94]. Considérons
un sous-espace associé a des valeurs propres égales (A, = A Vk = i,...,1), il forme un sous-
espace stable si A est distincte de A;—; et A\;1. Le sous-espace signal est en général une somme
directe de plusieurs sous-espaces stables associés chacun & des valeurs propres distinctes ou
une valeur propre multiple. La somme directe de sous-espaces stables constitue encore un

sous-espace stable [Kol94].

L’auteur suppose avoir accés & deux matrices de covariance estimées sur des observations
indépendantes. Il mesure la stabilité par la distance entre les projecteurs sur les sous-espaces

des deux matrices de covariance [GL83, p 21].
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6.3.4 Les méthodes proposées

Dans notre application le support de corrélation des sources est infini et celui des bruits

est supposé fini. Pour éliminer l'influence du bruit nous estimons, & I'aide d’un retard 7, une

T

v, analogue aux matrices de corrélation décalées [SCIT7].

Matrice Spectrale Décalée notée R.
Si la valeur du retard 7 est bien choisi (voir chapitre 4), ceci permet de s’affranchir presque
totalement du bruit, quelle que soit la forme de la matrice de covariance des bruits Ry, et
leurs densités de probabilités.

Considérons tout d’abord la décomposition en valeurs propres (DVP) d’une Matrice Spec-
trale Décalée. Cette matrice n’étant pas hermitienne, la sensibilité aux perturbations des
valeurs propres dépend de l'isolement de chaque valeur propre et du cosinus de ’angle entre
les vecteurs propres a droite et & gauche [GL83, p.203]. Il peut donc exister des valeurs propres
plus ou moins sensibles & une perturbation. En particulier, les valeurs propres associées a ESJ-
sont théoriquement nulles et donc égales. Elles sont trés sensibles & une erreur d’estimation et
il est difficile de définir un test statistique sur ces valeurs. Pour un vecteur propre, la sensibilité
aux perturbations dépend de l’isolement de la valeur propre qui lui est associée par rapport
aux autres valeurs propres. En conséquence, les vecteurs propres de £ sont eux aussi trés
instables. Bien que la perturbation diie au bruit soit trés faible pour les Matrices Spectrales
Décalées, il est préférable de ne pas travailler sur les valeurs et vecteurs propres de cette
matrice non hermitienne.

Considérons maintenant la décomposition en valeurs singuliéres (DVS) d’une Matrice
Spectrale Décalée. Cette décomposition fournit une matrice diagonale de valeurs singuliéres
et deux matrices unitaires distinctes de vecteurs singuliers (vecteurs singuliers & droite et a
gauche). Chaque matrice unitaire contient une base de & ainsi qu'une base de £;-. Les valeurs
singuliéres d’'une matrice R}, sont les racines carrées des valeurs propres du produit hermitien
R7.- R7.". De ce fait les valeurs singuliéres non nulles de la matrice RZ, sont plus stables
que ses valeurs propres car les vecteurs propres a droite et & gauche de RT, - R, T sont les
mémes. De ce fait la stabilité du sous-espace signal est assurée. Par ailleurs comme les valeurs
singuliéres associées a Sj- sont nulles, les vecteurs propres qui leurs sont associés & droite et
4 gauche sont trés instables. En raison des erreurs d’estimation ils sont équirépartis dans £;-.
Les deux bases de Ej sont treés différentes, cependant Ej constitue un sous-espace stable car il
est associé a une valeur singuliére unique (nulle). Pour exploiter ces deux propriétés (diversité
des deux bases du sous-espace bruit et stabilité du sous-espace bruit), nous proposons deux
méthodes.

La premiére est une méthode de traitement d’images appliquée sur 'image constituée
par les produits scalaires hermitiens entre vecteurs singuliers & droite et & gauche. Chaque
terme de cette matrice représente le cosinus de I’angle entre un vecteur singulier & droite et
un vecteur singulier & gauche. Les sous-espaces & et £ étant stables, la matrice obtenue
est partitionnée. Les dimensions des sous-matrices correspondent aux dimensions des sous-
espaces & et Ej. Elles sont estimées par des opérations de traitement d’images (détection

de contour). L’intérét de cette méthode réside dans le fait qu’elle permet aussi de détecter le
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cas ou il n’y a pas de sources, c’est & dire pas de structure particuliére dans I'image, car on a
supposé que le nombre de capteur est strictement supérieur au nombre de sources (n > ¢).
La deuxiéme méthode s’inspire de [Kol94| et consiste a rechercher les sous-espaces stables
invariants. Nous envisageons un critére algébrique qui analyse ’ensemble des distances entre
les sous-espaces et calculons une distance entre les projecteurs sur des partitions de sous-
espaces. La distance est minimale (théoriquement nulle) lorsque les vecteurs singuliers & droite
et a gauche engendrent le méme sous-espace [GL83, p 21|. Un critére de distance minimale
(nulle en théorie) entre projecteurs sur les sous-espaces a gauche et a droite permet de déter-

miner la dimension de ces bases.

6.4 Méthodes basées sur les Matrices Spectrales Décalées

Lorsque les supports de corrélation des bruits sont inférieurs & ceux des sources, il est pos-
sible d’utiliser des observations décalées temporellement pour constituer une Matrice Spectrale
Décalée qui ne subit pas l'influence du bruit (voir chapitre 4). Pour un méme jeu de données
nous pouvons constituer une série de matrices spectrales qui contiennent la méme information
géométrique et des informations statistiques différentes.

Nous avons rappelé au paragraphe 6.3 qu’il ne semble pas judicieux d’exploiter les valeurs
propres ni les vecteurs propres de la Matrice Spectrale Décalée en raison de leur sensibilité aux
perturbations. Nous proposons donc au paragraphe 6.4 d’exploiter les valeurs singuliéres et
vecteurs singuliers a droite et & gauche. Dans un premier temps, nous explicitons la Matrice
Spectrale Décalée en fonction des éléments du mélange (paragraphe 6.4.1) et montrons le
lien entre sa DVS et les sous-espaces & et £ de Iespace des observations. Ensuite, aux
paragraphes 6.4.2 et 6.4.3 nous proposons deux critéres pour estimer le nombre de sources &
partir des vecteurs singuliers de la Matrice Spectrale Décalée.

Enfin, le dernier paragraphe compare les méthodes a 1’aide de probabilités de succés (pro-
babilité d’estimation correcte) pour différents modeéles de bruits. Ces résultats, présentés en

fonction du RSB, sont obtenus & partir de simulations de Monte-Carlo.

6.4.1 DVS de la Matrice Spectrale Décalée

Comme au paragraphe 6.2 supposons que ¢ signaux sources possédent des composantes
spectrales au canal fréquentiel f. Le vecteur y' des mélanges non bruités s’écrit comme le
produit d’une matrice H de taille (n x c¢) par le vecteur s’ de taille (¢ x 1) des signaux sources
normalisés®. Le vecteur r! des observations est la somme de y* et d’une composante de bruit
b? de taille (n x 1) (relation 6.1). Compte tenu de I'indépendance des sources et des bruits, les
Matrices Spectrales Décalées des observations R}, définies au chapitre 4 s’écrivent en fonction

de celle des mélanges non bruités et de celle des bruits :

R, =E[' (v'7)F] = Ry, + R,

211 est possible d’échanger un gain entre H et s et de considérer que les densités spectrales de puissance

moyenne 3 la fréquence f sont unitaires.
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oti r! et r'*7 sont les TFD des observations temporelles sur les fenétres débutant respective-
ment aux indices ¢ et £ 4 7. Dans le cas général la matrice R[,. n’est ni hermitienne, ni définie
positive (voir annexe C.3).

Notons 75 le plus petit support de corrélation des sources et 75 le plus grand support de
corrélation des bruits. Si I’on peut choisir un retard 7 tel que 78 < N + 7 < 7, alors r! et
r'T7 ont des composantes de bruit décorrélées et des composantes de signal corrélées (voir
paragraphes 4.5.2,4.5.3 et 4.5.4). Par conséquent la matrice d’intercorrélation des composantes
de bruit R{, est nulle et la Matrice Spectrale Décalée des observations correspond exactement

a la Matrice Spectrale Décalée des mélanges non bruités :

R}, =R}, =HR[H" (6.7)

Dans cette écriture, RI, de taille (¢ x ¢), est la Matrice Spectrale Décalée des sources. En
raison de la normalisation et de l'indépendance des sources, R est une matrice diagonale

d’exponentielles complexes, notée 6 :

el 0
R, =E [St' (S”T)Jr} = =0 (6.8)
0 elde

Par ailleurs, la décomposition en valeurs singuliéres [GL83, p 16] de la matrice de mélange
H est :

H = UA'"?1, (6.9)
ou :
U : matrice unitaire de dimension n X n
A2 . matrice diagonale de dimension n x ¢
11 : matrice unitaire de dimension ¢ X ¢

Va1 0
A2 = - avec A >...>A.>0.

0 Ve
o --- 0

La relation (6.7) peut se réécrire en fonction de 6 et des éléments singuliers de H :

RI, = UA2IIAIIT A2 Ut (6.10)

on observe alors que :

AYV2IIOIITAYZ = x 0 .
0 0
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ou X est de dimension ¢ x ¢. L’écriture (6.10) peut se réduire sous la forme (6.11) ou 1'on

conserve dans V uniquement les ¢ premiéres colonnes de U et dans AY/2 uniquement les ¢

premiéres lignes de Al/2.

RT, = V AY2II0TI AY2 ' v+ (6.11)
~ —~ A~
nxc X cXn

La matrice X, de rang ¢, admet une DVS de la forme

Y, Z unitaires ¢ X ¢

Vi 0

D'/2 = avec dy>...>d.>0
0 V.

En remplagant (6.12) dans (6.11) on obtient une écriture réduite de la DVS de R, :

X =YD'/?zt, (6.12)

E.=VY

(6.13)
F.=VZ

R.. = E.D'/?F} avec {
Cette écriture permet de constater que les ¢ premiers vecteurs singuliers de RT, a gauche (E.)
et a droite (F.) sont liés aux ¢ premiers vecteurs propres de Ryy par deux transformations
orthogonales (Y et Z). Les transformations orthogonales sont induites par la matrice de
phases 6 qui, dans le cas général, n’est pas proportionnelle & I'identité. Les matrices E. et F,
constituent deux bases du sous-espace signal & exprimées dans ’espace des observations de

dimension n. Elles vérifient la relation (6.14) ot € est une matrice unitaire.

F/E.=ZTY =0Q (6.14)

La décomposition en valeurs singuliéres de R]. dans son écriture compléte s’écrit :

_ .| DY2 0o _
R:r = [Ec ) Ec] [Fc , Fe
~——— 0 0
E F

1" (6.15)

ou :

— E et F sont les matrices unitaires de vecteurs singuliers,

— E. et F, de dimension (n x ¢) engendrent & ; leurs vecteurs colonne sont définis & une
exponentielle complexe prés,

— E, de dimension n x (n — c) engendre le noyau de RZ} , noté £ ; elle est définie & une
transformation orthogonale prés de dimension (n — ¢) X (n — ¢) car ses vecteurs colonne
sont associés aux valeurs singuliéres nulles,

~ F, de dimension n x (n — ¢) engendre le noyau de R, ; elle est définie & une transfor-

mation orthogonale prés de dimension (n —c¢) X (n — ¢) car ses vecteurs colonne sont

associés aux valeurs singuliéres nulles.
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E. et F., de dimension n X ¢, représentent deux bases distinctes du sous-espace signal &
puisque la Matrice Spectrale Décalée n’est pas hermitienne. E, et F,, de dimension n x (n—c),
représentent deux bases du sous-espace ESL. Les vecteurs singuliers du sous-espace bruit, étant
lis 4 des valeurs singuliéres théoriquement nulles sont totalement libres d’évoluer dans £;-.
Les vecteurs des deux bases de £ auront donc tourné plus fortement que ne 'auront fait les
vecteurs des deux bases de &.

Dans cette étude, nous avons supposé que le retard choisi est optimal vis-a-vis de la dé-

corrélation des bruits et de la corrélation des sources. Cette situation théorique se traduit par

T

I’égalité entre la Matrice Spectrale Décalée des observations, R},

et celle des mélanges non
bruités, Ry, . Par conséquent, le nombre de valeurs singuliéres non nulles (le rang de RT,)
donne la dimension de &;. En pratique, le retard utilisé est rarement optimal. Une matrice de
perturbation s’ajoute a R}, pour donner l’estimée I/{Er Cette matrice, notée e, contient les
termes des corrélations résiduelles des bruits auxquelles s’ajoutent les erreurs d’estimation qui
proviennent essentiellement de la durée finie d’intégration. Le rang de I/{i n’est plus nécessai-
rement identique a celui de Ry, . Si les signaux sources possedent des supports de corrélation

suffisamment longs, nous pouvons toujours considérer que le rang de Ry, correspond a la

T

dimension de &. Déterminer la dimension de & revient & déterminer le rang de Ry,

a partir
de la Matrice Spectrale Décalée estimée RI,.

En tenant compte des termes d’erreur décrits précédemment, la décomposition en valeurs
singuliéres de I/{;\r est
D2 0

0o A2 [F;’FC]Jr’ (6.16)

N ’ ’ . . . L. . . ’
ou E' et F' de dimension (n x n) sont les matrices unitaires de vecteurs singuliers, D''/? et

A"2g0nt des matrices diagonales de valeurs singuliéres :

D'/ = avec dllz...Zd,c>0

A2 = avec 6, >...>0, .>0

0 o

n—c

. / ’ L N . .
Les matrices E_ et F, constituées des ¢ premiéres colonnes des matrices de vecteurs sin-

p——

guliers E' et F' représentent des directions principales d’énergie. Si R7,. est obtenue avec un
temps d’intégration et un retard suffisants, ces directions d’énergie sont fortement imposées

par les sources tandis que les (n—c) suivantes sont relativement libres dans le sous-espace bruit
!

. , . .o . N !
résiduel. En théorie, seules les ¢ premiéres valeurs singuliéres ne sont pas nulles dy,... ,d,.
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En présence de perturbations (erreur d’estimation de la matrice spectrale, bruit trés fort)
les écarts relatifs entre les ¢ premiéres valeurs singuliéres changent et les derniéres valeurs
singuliéres ne sont plus nulles. Nous supposons que I:/tz\r est obtenue avec un temps d’intégra-
tion et un retard suffisants pour que les valeurs singuliéres \/g yees ,\/a (théoriquement
nulles) soient faibles et inférieures a la plus petite valeur singuliére du sous-espace signal d’c.
Ceci signifie que les termes d’erreurs ne seront pas suffisamment grands pour faire basculer
un vecteur du sous-espace signal vers le sous-espace orthogonal et réciproquement. Dans ces
conditions nous allons utiliser les résultats de la théorie de la perturbation. Rappelons que
les valeurs singulieres de I/{ﬁ. sont les racines carrées des valeurs propres de ( I/{ﬁ. : I/{ﬁ.+) ou
de (I/{i+ : I/{i) Les vecteurs singuliers & gauche et a droite sont respectivement les vecteurs
propres de ( I/{;\r . I/{;\:) et (I/{;\rJr . I/{i) D’aprés la théorie de la perturbation, les vecteurs
propres vérifient les deux propriétées suivantes :

— les (n—c) derniers vecteurs singuliers de I/{ﬁ. sont équirépartis dans le sous-espace bruit
puisque associés a des valeurs singuliéres proches et faibles. Ils sont alors trés sensibles &
des perturbations [GL83, p 204]. Par conséquent les (n — ¢) derniers vecteurs singuliers
de I/{;\r a droite et a gauche seront a priori trés différents.

— si RT, est obtenue avec un temps d’intégration et un retard suffisants, les valeurs propres

!

5,6

vecteurs propres constituent un sous-espace stable invariant méme si les vecteurs propres

" ont des valeurs proches, distinctes de d,. De ce fait les (n — ¢) derniers
sont instables [GL83, p 205]. Ce sous-espace est représentatif de la partie du sous-
espace bruit qui est orthogonale au sous-espace signal notée Sj-. En conséquence, les ¢
premiers vecteurs singuliers a gauche et a droite (orthogonaux aux sous-espaces stables
précédents) restent fortement représentatifs de &s.

Si les signaux sources sont déterministes (situation qui nous intéresse), I/{Er posséde une
composante stochastique négligeable et I’emploi de critéres statistiques est déconseillé. Comme
nous désirons nous affranchir d’hypothéses sur les lois de probabilité des observations, il est
préférable d’exploiter les vecteurs singuliers plutot que les valeurs singuliéres pour déterminer
la dimension de &. D’autre part, la dynamique des vecteurs singuliers est toujours la méme
puisque les matrices des vecteurs singuliers sont unitaires. Nous allons exploiter les deux
propriétés précédentes. Nous proposons deux critéres non statistiques : le premier est basé sur
la diversité des vecteurs singuliers de &;- (paragraphe 6.4.2) et le second sur la stabilite de

sous-espaces invariants (paragraphe 6.4.3).

6.4.2 Critére heuristique par Traitement d’Images

Les vecteurs singuliers des bases du sous-espace Ej sont équirépartis dans le sous-espace
et sont donc plus libres que ceux des bases du sous-espace signal &. De plus, les vecteurs
singuliers de Sj-, & droite et & gauche, sont indépendants puisque liés par une valeur singuliére
nulle ou treés faible. La seule contrainte est qu’ils forment une base orthonormée du sous-espace
orthogonal. Pour estimer ¢ nous proposons un critére heuristique qui analyse 1’ensemble des

produits scalaires entre les vecteurs singuliers a droite (E') et a gauche (F') de la DVS de I/{Er
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donnée par la relation 6.16. D’aprés la remarque précédente, la matrice des produits scalaires
aura une structure particuliére qui révéelera les dimensions des deux sous-espaces & et Sj-. Si
nous réalisons les produits scalaires entre les vecteurs singuliers a gauche et a droite de I/{i,
nous obtenons la matrice unitaire suivante :

E'F
E, F

EF,

A=ETF= o
E F.

!
Cc
!
Cc

Si les estimations sont parfaites alors les sous-matrices E'C+FC et E’:F; sont nulles car le
sous-espace engendré par E'c et F'c est orthogonal & ceux engendrés par Ec et Fc (voir les
commentaires sur la DVS de R], au paragraphe 6.4.1). Puisque nous pouvons considérer que
les vecteurs singuliers théoriques engendrent des sous-espaces stables invariants, les vecteurs
singuliers estimés seront fortement représentatifs des sous-espaces exacts. Les termes des sous-
matrices E,CJFFC et EjF; auront alors des valeurs proches de zéro. Par contre, la sous-matrice

des produits scalaires entre les vecteurs de E'. et F' . est une matrice pleine puisque les vecteurs
1

o, & droite et & gauche, sont théoriquement indépendants. L’angle entre deux

singuliers de &£
vecteurs singuliers & droite et & gauche est équiréparti entre 0 et 27 selon [Kol94]. 11 est donc
peu probable d’obtenir deux vecteurs orthogonaux.

Les sous-matrices E’j‘F’c et Ejﬁc sont unitaires. Nous les dénommerons respectivement

A et Ay. La matrice A théorique posséde donc une structure particuliére :

A1 0 C
A= 0 A, n—c

cC Nn—=¢

L’intérét de travailler sur cette matrice est que sa structure est totalement indépendante
de la densité de probabilité des sources ou des bruits. Elle est aussi robuste vis-a-vis de
la puissance des bruits, puisque les vecteurs singuliers sont unitaires. L’augmentation de la
puissance des bruits va augmenter la sensibilité de chaque vecteur propre en augmentant
l'erreur d’estimation, donc la perturbation. Plus la perturbation est grande, plus elle agit
aussi sur les vecteurs singuliers du sous-espace signal. Les vecteurs a droite et & gauche vont
donc ’tourner’ plus, tout en restant toujours dans le méme sous-espace. La seule restriction
de la méthode est d’estimer assez correctement la Matrice Spectrale Décalée, de maniére a ce
que les valeurs singuliéres ordonnées les plus faibles soient bien associées au sous-espace bruit.

Comme nous 'avons vu la matrice Ao est généralement pleine. Nous proposons de traiter
|A| = (|aij|) comme une image et de détecter le partitionnement en quatre sous-matrices.
D’apreés la remarque précédente, la sous-matrice Ao posséde une structure pleine qui la rend
plus facilement détectable que A1. Nous chercherons donc les contours gauche et supérieur
de |As| dans I'image. Différentes techniques classiques en traitement d’images peuvent étre
utilisées pour rechercher le contour de |Ag|. Nous en avons testé plusieurs. Nous détaillons

I’association des méthodes qui conduit & la meilleure détection en terme de probabilité de
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CHAPITRE 6. Estimation du nombre de sources

détection comme le montrent les résultats de simulation Monte-Carlo. Pour utiliser ces tech-
niques de traitement d’images, nous commengons par dilater |A| d’un facteur 3 en lignes et
en colonnes de facon & pouvoir lui appliquer des filtres RIF bidimensionnels. En effet les plus
petits filtres utilisables en traitement d’image sont de taille 3 x 3. Nous dupliquons aussi la
derniére ligne et la derniére colonne pour gérer les effets de bords de la convolution.

Prenons I’exemple de 2 sources mélangées sur 6 capteurs sous un Rapport Signal a Bruit
de -10 dB. Les bruits sont spatialement corrélés et non gaussiens. La figure 6.1 représente la
matrice |A| = (|a;j|) de dimension (19 x 19) apres dilatation. La structure de cette matrice
est conforme & la théorie, méme pour un trés faible rapport signal & bruit de -10dB. Les
techniques de traitement d’images sont capables de détecter correctement la dimension de
| Asl.

Matrice |Al

o o N

10
12
14
16

18

F1G. 6.1: Image de la matrice |A|

La technique la plus connue en traitement d’image pour rehausser les contrastes au niveau
d’un contour est la dérivée seconde. La figure 6.2 illustre ce propos & l’aide des dérivées
premiére et seconde d’un contour dans un signal monodimensionnel. On constate que la dérivée
seconde donne une localisation du front montant plus précise que la dérivée premiére (un seul
maximun au lieu de deux). La dérivée seconde ayant tendance & amplifier les hautes fréquences,
on compensera ce phénoméne en utilisant plusieurs retards et en moyennant.

Nous avons donc utilisé un filtre Laplacien 3 x 3 sur I'image |A| pour obtenir une matrice
B. Le masque de convolution de ce filtre est donné en (6.17). Les résultats obtenus sont
représentés a la figure (figure 6.3). En comparant ’échelle de l'image obtenue a celle de
I'image d’origine on constate que I'on a rehaussé le contraste sur certaines zones du contour

et conservé le contraste important sur les autres.

0 1 0
Laplacien = | 1 —4 1 (6.17)
0 1 0
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()]
_ dx(tydt
_ dx(tdt?

I

Fic. 6.2: Effet des dérivées premiére et seconde sur un contour

Filtrage Laplacien

2 1
4
6 0.5
8 0
10
12 05
14 .
16
18 -15

Fi1c. 6.3: Image B obtenue par filtrage Laplacien de |A|

Nous cherchons dans B la présence (ou non) de fronts montants et leur positionnement.
L’emplacement des fronts montants nous indiquera la dimension de |A;|, donc du sous-espace
£L. Comme nous recherchons des fronts montants, la seule information intéressante dans
I'image réside dans les pixels & valeurs positives. Nous seuillons donc I'image en ne conservant
que les pixels & valeurs positives. Les autres sont mis & zéro. On obtient la matrice C de la
figure 6.4.

Cette étape permet ici de détecter la présence (ou non) dans I'image d’une structure en
sous-matrice, c¢’est & dire d’un demi-contour carré o les pixels sont positifs. Les pixels positifs
sont remplacés par la valeur 1 et les autres par la valeur 0. Ici les contours gauche et supérieur
de |As| (indice 3-¢ = 6) entre autres sont remplacés par une suite de 1. Comme on peut passer
du bord inférieur de I'image (colonne d’indice 3¢) au bord droit (ligne de méme indice 3c¢) par
une succession de 1 (sauf le coin de coordonnées (3¢, 3c) qui n’est jamais pris en compte) on
détecte la séparation entre & de dimension c et £ de dimension (n — ¢). Si aucun contour
fermé n’existe, le nombre de sources est estimé & zéro.

Dans le cas ou un (plusieurs) contour(s) fermé(s) a (ont) été détecté(s), nous reprenons
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Seuillage

2 .

4

6

8 .
10 _
12
14 ’
16
18

5 10 15

0

F1G. 6.4: Image C oi1 'on n’a conservé que les valeurs positives de B

la matrice C (donc celle avant seuillage & 1) de la figure 6.4 pour y rechercher le contour
qui posséde globalement le plus grand contraste. Pour cela nous commencgons par un rehaus-
sement de contraste par filtrage de Sobel Horizontal sur la matrice triangulaire supérieure
et par filtrage de Sobel vertical sur la matrice triangulaire inférieur. On obtient une matrice
dénommée D (figure 6.5 ). Ce type de filtrage permet de renforcer un front horizontal ou
vertical sur 3 lignes ou colonnes consécutives. La ligne (ou la colonne) qui nous intéresse est

mise a zéro. Les masques de convolution sont donnés ci-dessous.

1 2 1
Sobel Horizontal = 0 0 O
-1 -2 -1

1 0 -1

Sobel Vertical = | 2 0 —2

1 0 -1

La valeur du nombre de sources estimé est ensuite calculée par la recherche du contraste
maximal entre les colonnes (sous la diagonale) et du contraste maximal entre les lignes (&
droite de la diagonale). Chaque contraste est calculée sur 3 lignes (colonnes) centrées sur la
ligne (colonne) d’indice i. Dans le cas de la présence d’un front horizontal, la ligne (;: — 1)
posséde des valeurs D;_; ; négatives, la ligne ¢ des valeurs D;; quasiment nulles, et la ligne
(i +1) des valeurs D; 4 positives. On fait varier < de 1 & 3n —2 et I'on recherche le contraste

maxi par le calcul ci-dessous pour aboutir au nombre de sources estimé.

n

c=arg| max > (Dit1y — Di1y — 2[Diyf) + (Driv1 — D1 — 2|Dyif)
i€[1,3n-2] l=i+2 lig;liei colt;lrnei

Dans le cas ou aucun contour particulier n’a été détecté a partir de la matrice C, cela

signifie que |A| est une matrice pleine. Ce cas peut correspondre, soit & ’absence de sources,
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Detecticin de fronts

0 o N
N

10
12
14
16

18

FiG. 6.5: Image D résultant du filtrage de Sobel de C

soit & la présence de n sources. Pour lever ’ambiguité nous supposons que le nombre de
capteurs est toujours strictement supérieur au nombre de sources.

Prenons I'exemple de 0 source. Comme détaillé précédemment, nous appliquons les étapes
de filtrage Laplacien et de seuillage. On remarque sur I'image seuillée, qu’il n’y a aucun contour

fermé. Le critére indiquera qu’il existe aucune source.

Matrice Al Filtrage Laplacien Seuillage de I'image

0.6
0.6
0.55
0.4
0.5
0.2
0.45
0
0.4
10 10 _
0.35 0.2
12 12
03 -0.4
14 14
0.25 -0.6
16 16
0.2 -0.8
18 18
5 10 15 5 10 15

Le critére heuristique permet donc de déterminer la présence de 0 & (n — 1) sources.

® o b N

Pour améliorer la stabilité de la méthode nous utilisons les DVS de deux Matrices Spectrales
Décalées (retards 7p et 72) de fagon a disposer de 4 matrices de vecteurs propres et a obtenir
|A| par la moyenne de 12 produits scalaires. Ceci permet de s’assurer que les contours de |Ag|
ne possédent pas de “trous”, c’est-a-dire de valeurs faibles. Ceci permet de réduire le risque,
meéme faible, d’obtenir deux vecteurs singuliers & droite et & gauche, strictement orthogonaux.
La détection est ainsi améliorée. Des résultats de simulation montrent les performances de la

méthode dans le dernier paragraphe.

6.4.3 Distance entre sous-espaces
Revenons a la DVS de ﬁ;\

de taille (¢ X ¢) associée aux ¢ premiéres colonnes des matrices de vecteurs singuliers E’ et

. donnée par la relation (6.16) ou D’'/2 est une matrice diagonale
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F’. Ces colonnes définissent les sous-matrices E/, et F/, représentant des directions principales
d’énergie. Si ﬁz\r est obtenue avec un temps d’intégration et un retard suffisants, ces directions
d’énergie sont fortement imposées par les sources tandis que les (n — c) suivantes le sont
faiblement. Il existe donc une partition remarquable des matrices de vecteurs singuliers ; nous

la dénommons partition d’indice c :

—)
E,C Y EC

nxc nx(n—c)

—
F,C ? FC

nxc nx(n—c)

E = et F = (6.18)

Dans cette écriture, E. et F. constituent une estimation des bases E,. et F. du sous-espace
signal &. Ces bases engendrent des sous-espaces “proches”, notés S (E.) et S (F.). Si Uestima-
tion est parfaite alors la seule partition pour laquelle E;c et F;C engendrent le méme sous-espace
est celle d’indice k égal a c. Ce lien particulier va permettre de déterminer la dimension de &
en comparant toutes les partitions d’indice k :
et F =

=
E' = |E,, E,

nxk nx(n—k)

’ =/
k > Fk
nxk nx(n—k)

, k=0...n,

a laide d’une mesure de proximité entre S (E)) et I (F}). D’aprés [GL83, p 21], la proxi-
mité entre deux sous-espaces vectoriels de méme dimension peut se mesurer par une distance
(Définition 1).

Définition 1. La distance entre deux s.e.v. de méme dimension Sy et So de projecteurs ortho-

gonauz Py et Py est définie par dist(Sy,S2) = ||P1 — P2, ot ||-||, est la norme-2 matricielle.

Le projecteur orthogonal sur un espace vectoriel est défini de facon par XX ou X est
une base orthonormée quelconque de cet espace. La distance entre I (E}) et I (F}) est donc

définie par :
dp = d (S (Ep),S (F})) = ||ELE — FLF |, (6.19)

On montre [GL83, p23| que cette distance s’obtient aussi a l’aide de la plus petite valeur
singuliere de F}E}, notée omin (F} E}).

di = \/1 — ol (FFE)). (6.20)

Cette valeur singuliére est associée au cosinus du plus grand angle de la décomposition C-S
de :

r'E, FE)

Qi = F*E = =+ =
F, E, F,E,
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Etudions, dans un premier temps, quelques propriétés intéressantes de cette distance
lorsque 'estimation des bases E. et F. est parfaite. Nous préciserons ensuite sous quelles
conditions elle permet de définir un critére applicable a E' et F’.

Si la partition (6.18) peut s’écrire sous la forme
E — [Ec : E’C] ot F = [Fc, F’c} ,

alors la distance dj s’annule pour k£ = ¢ puisque les bases E. et F. engendrent toutes deux le

sous-espace signal. La démonstration est directe en rappelant que :

E.=VY

6.21
F.=VZ ( )

R, = E.A?F  avec {

E. et F, sont liés & V par une transformation orthogonale Z ou Y si la Matrice Spectrale

Décalée des sources 8 n’est pas proportionnelle & I’identité.

d. = |E.Ef —F.F/f|, = VXYYVt -VZZ'V*| =0 (6.22)
L I 9

Si la matrice € n’est pas proportionnelle a I'identité, 'indice & = ¢ est le seul qui annule
la distance (6.19). Dans la pratique, les estimées de E,C et F,c n’engendrent pas exactement le
méme s.e.v., il faut donc minimiser une distance entre sous-espaces. Du point de vue numé-

rique, l'estimation de ¢ est obtenue par
c=arg [rr%ﬁm (dk)]

Ce critére permet de déterminer entre 1 et n — 1 sources, car d’une part il existe toujours
un minimum et d’autre part pour k£ = n la distance est toujours nulle (E,,= E et F,,= F sont

deux bases de I’espace complet).

6.5 Reésultats de simulation

Nous avons simulé le cas de bruits spatialement blancs pour pouvoir comparer les nouvelles
méthodes aux critéres AIC et MDL et le cas de bruits spatialement corrélés. Deux fréquences
pures proches filtrées par des filtres AR1 sont regues sur six capteurs. Les observations sont
perturbées par des bruits gaussiens temporellement blancs. Les TFD sont calculées sur des
blocs de 64 échantillons fournissant une résolution de é ~ 0.016 en fréquence réduite. Les
fréquences réduites des sources étant v; = 0.10 et 15 = 0.11, une analyse spectrale & cette
résolution ne permet pas de les dissocier. Les traitements sont réalisés au canal de fréquence
centrale % = (.11 pour différents RSB compris entre -20dB et 0dB. Les matrices spectrales
sont estimées sur 600 blocs. Le retard 7 est de 67 échantillons. Nous mesurons des probabilités
de succes (probabilité d’estimation correcte ici : Pr[¢ = 2]) estimées & ’aide de 100 réalisations

pour chaque niveau de bruit.
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CHAPITRE 6. Estimation du nombre de sources

La figure 6.6 donne des probabilités de succes en fonction du RSB dans le cas de bruits
spatialement blancs. La méthode heuristique qui utilise des traitements d’image est notée #i
et la méthode par distance minimale entre sous-espaces qui utilise les projecteurs orthogonaux
est notée po. On constate la supériorité de la méthode par distance entre sous-espaces. La

probabilité de succes est cependant proche de 1 jusqu’a un RSB de -10dB.

" 1t — aic
’ — - md
go.s- i
8 o6} oo
p]
S 0.4}
3
S
202

0

-20

RSB en dB

FiG. 6.6: probabilité de succés : bruits blancs gausiens

La figure 6.7 donne les probabilités de succés en fonction du RSB dans le cas de bruits
spatialement corrélés. On constate que les performances de nos deux critéres sont peu affectées
par la présence de bruits spatialement corrélés. Les méthodes AIC et MDL (non représentées)

ne fonctionnent absolument pas, dans ce contexte.

— i
— - po
0.8t P
0.6

0.4+t

probabilité de succes

0.2~

0]
-20 -15 -10 -5 0
RSB en dB

Fi1G. 6.7: probabilité de succés : bruits colorés

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux mélanges MIMO (Multiple Input Mul-
tiple Output) perturbés par des bruits spatialement corrélés. Le probléme était de déterminer
le nombre de composantes mélangées par bande de fréquence. En supposant que les supports

de corrélation des sources sont plus grands que ceux des bruits, nous avons développé une
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méthode qui utilise un retard pour supprimer l'influence du bruit. Aucune hypothése n’est né-
cessaire, concernant les lois des bruits. Contrairement aux méthodes classiques qui exploitent
les valeurs propres d’une matrice de covariance, ces critéres exploitent les vecteurs singuliers
d’une Matrice Spectrale Décalée. Nous avons proposé deux critéres pour retrouver la dimen-
sion du sous-espace signal a partir des vecteurs singuliers. Nos critéres sont robustes aux
corrélations spatiales des bruits et permettent d’envisager de faibles valeurs de RSB. Dans le
cas de bruits spatialement blancs, ces critéres donnent de meilleurs résultats que les méthodes
classiques (AIC et MDL).
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Troisiéme partie
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Chapitre 7

Traitement de signaux réels

7.1 Introduction

Dans les chapitres précédents nous avons congu un séparateur de signaux adapté & un
modéle particulier de signaux vibratoires. Etudions maintenant son comportement sur des
signaux issus d’un banc de test de la Direction Générale pour ’Armement. Outre les écarts
au modele, ’algorithme est soumis au choix des paramétres et du jeu de capteurs.

Apreés une présentation du banc et des signaux temporels, une analyse spectrale révéle la
présence de sources a spectre de raies et de bruits non temporellement blancs. La confronta-
tion des spectres et des cohérences indique que de nombreux canaux fréquentiels voient des
mélanges de sources. La bicohérence montre ’existence de phénomeénes non linéaires. Une
analyse spectrale haute résolution indique la forme spectrale fine des sources dans 2 canaux
fréquentiels. La présence de raies étroites (hypothéses du chapitre 1) est confirmée. Nous
détectons aussi des raies modulées en fréquence.

La suite de 1’étude est focalisée sur un canal de mélange. Nos estimateurs étant basés
sur des Matrices Spectrales Décalées (MSD), nous vérifions leur robustesse vis-a-vis du choix
du décalage temporel. Sur la base d’un blanchiment spatial efficace nous comparons la se-
conde étape de séparation utilisant elle aussi une MSD, & ’algorithme JADE qui utilise des

statistiques d’ordre supérieur.

7.2 Présentation de ’expérimentation

Un banc (figure 7.1) a été instrumenté a I’aide de 14 capteurs. Il est composé de 2 ensembles
identiques de machines tournantes montées sur un bati & 'intérieur d’une structure. Ces deux
ensembles sont mécaniquement indépendants mais électriquement synchronisés (rapport des
vitesses de rotation : 0.999). Des accéléromeétres sont disposés sur la structure (S4, S5, T1), sur
des pompes reliées au réducteurs (L1,1.2), sur les réducteurs (R1,R2), sur une pompe (P1) du
bati reliée au réducteur par un accouplement glissant et sur les moteurs électriques (M1,M2).
En régime stationnaire, les machines émettent des signaux vibratoires de fréquences proches

qui se propagent jusqu’aux accéléromeétres et fournissent, par sommation, des signaux de
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mélange. Des signaux électriques sont aussi prélevés par des pinces ampéremétriques placées
en sortie des alternateurs (A1, A2) et sur deux alimentations indépendantes (B1, B2). Les
mélanges vibratoires sont mesurés par des accéléromeétres. On souhaite retrouver la signature

spectrale de chaque machine lorsqu’elles sont toutes en fonctionnement.

[ ]
Al L — B2 B2 J -
L1
[ |
— [T 4| =
1 M1 M2
|
|
- L2
P1
’7 [ ] |
R1 A2
Bl bati T
-
24 Structure S-5

Fic. 7.1: Schéma du banc d’essai

7.3 Analyse des signaux et étude des sources présentes

7.3.1 Allure temporelle des signaux

Les figures ci-dessous présentent les 1000 premiers échantillons temporels des 14 capteurs.

Nous constatons que les niveaux d’énergie sont trés disparates. Les capteurs accélérométriques

semblent fortement bruités.

Signaux accélérométriques de ’ensemble 1 :

40
— —
- =
= —
3 3
g

g g

1000 . . . . , . . .

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
échantillons échantillons

1000 1500
- 500 o 1000 |
T 0 T 500
= =
3 .l 3 Ll
g g | !

~1000 © 500t

_1500 . . . . 1000 . . . .

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
échantillons échantillons
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Signaux électriques de ’ensemble 1 :

Signaux accélérométriques de ’ensemble 2 :

Signaux électriques de ’ensemble 2 :

capteur A2

capteur Al

0 200 400 600 800 1000 0

200 400 600 800 1000
échantillons

échantillons
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~ 1000
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= 500
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1000

1000

capteur B2

1000 . \ . .
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
échantillons

échantillons

Signaux accélérométriques du socle :

capteur 4

1000 1000
500 i3 500
-
0 3 0
-500 § -500 -
1000 . . . . 1000 . . . .
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
échantillons échantillons
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capteur T1

0 200 400 600 800 1000
échantillons

7.3.2 Etude des spectres

Les figures 7.2 & 7.6 présentent les dsp par catégorie de capteurs et par ensemble de
machines. Ces spectres sont estimés & ’aide de TFD de 4096 échantillons par périodogramme
lissé (fenétre de Hanning) et moyenné (100 blocs glissants par pas de 1024 échantillons). Nous

visualisons les 250 premiers canaux fréquentiels, soit la bande [0,0.06] en fréquence réduite.

— 1
— M1
— Pl
—R1

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
fréquence réduite

Fi1G. 7.2: dsp des signaux accélérométriques de ’ensemble 1 (N=4096)

0.07

dspendB
5

20

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
fréquence réduite

FiG. 7.3: dsp des signaux électriques de ’ensemble 1 (N=4096)
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F1G. 7.4: dsp des signaux accélérométriques de ’ensemble 2 (N=4096)
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
fréquence réduite

Fi1G. 7.5: dsp des signaux électriques de ’ensemble 2 (N=4096)

On constate sur les figures précédentes que, pour les accélérometres, 'allure des fonds de
spectre met en défaut 'hypothése de bruits temporellement blancs et de méme puissance. Nous
aurons l'occasion de revenir sur ce sujet. La corrélation spatiale des bruits est en revanche
difficile & prouver. Il faudrait trouver une résolution pour laquelle tous les capteurs possédent
un méme canal sans source, puis faire I’étude des cohérences inter-capteurs dans ce canal.
Comme nous ’avons montré au chapitre 5, les niveaux de bruits différents entre capteurs
justifient & eux seuls 'emploi de notre séparateur.

Les signaux accélérométriques possédent de nombreuses raies spectrales (figures 7.2, 7.4 et
7.6). On observe que la largeur des raies n’est pas la méme dans tous les canaux fréquentiels
et que chaque raie se retrouve sur plusieurs capteurs. On peut supposer que les raies larges
correspondent & des canaux de mélange (sommes de raies fines adjacentes non résolues). Pour
vérifier cette hypothése nous ferons appel aux cohérences inter-capteurs ainsi qu’a un zoom
fréquentiel.

Les signaux électriques ont une forte dynamique spectrale (figures 7.3 et 7.5). De ce fait
de nombreuses raies de faibles amplitudes sont cachées, mais nous verrons que les cohérences

inter-capteurs permettent parfois de les déceler. Sur chaque capteur électrique on observe
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0 ! ! ! ! ! !
0 001 0.02 003 004 005 0.06

fréquence réduite

F1G. 7.6: dsp des signaux accélérométriques du socle (N=4096)

essentiellement une famille d’harmoniques et quelques raies disséminées. La famille d’harmo-
niques de Al est décalée de celle de B1. Il en est de méme pour A2 et B2. Le décalage est de
plus en plus marqué vers les hautes fréquences. Nous tenterons d’expliquer ces observations &

l’aide des cohérences et des bicohérences.

7.3.3 Etude des relations linéaires entre capteurs

La cohérence permet de détecter les relations de filtrage linéaire entre capteurs. En sup-
posant que les TFD des signaux z et y au canal fréquentiel centrale %, notées respectivement

X (f) et Y (f), sont des variables aléatoires centrées on peut définir la cohérence ainsi :
EX ()Y (]

Je[x 0] B[y o]

Py (f) =

Elle vérifie la relation

Py (F)] <1

ou ’égalité traduit une relation de filtrage linéaire entre x et y :

ooy (=1 & Y (f)=alf) X(f)

Lorsque z et y sont des mélanges de signaux, le module de la cohérence chute. Il peut aller
jusqu’a s’annuler (cas de mélanges orthogonaux). Pour des signaux constitués de raies spec-
trales proches la résolution fréquentielle influe sur le nombre de composantes mélangées dans
chaque canal fréquentiel. En théorie, pour ces signaux, plus la résolution est fine et plus les
pics de cohérence sont élevés et nombreux (composantes peu mélangées). De ce fait, pour de
tels signaux, une observation des cohérences & deux résolutions différentes permet en général
de confirmer & la fois la présence de raies proches et ’existence de mélanges & la résolution la

plus grossiére.
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Nous avons réalisé une étude des cohérences dans la bande [0,0.06]. Les cohérences sont
estimées par la méthode du périodogramme lissé (fenétre de Hanning) et moyenné (100 blocs
glissants par pas de 1024 échantillons). Les figures 7.7 et 7.8 présentent les cohérences des
couples d’accélérometres (R1,R2) et (R1,54) a deux résolutions (TFD sur 4096 et 8192 échan-
tillons). Sur ces figures sont aussi représentées les dsp des capteurs pour faciliter I'interpré-
tation des cohérences. Les pics élevés de la cohérence prouvent qu’il existe des transferts
mécaniques linéaires entre les deux ensembles de machines et entre chaque ensemble de ma-
chines et la structure. On vérifie qu’a la résolution (1/8192 ) les raies spectrales sont plus
nombreuses qu’a la résolution (1/4096) et qu’elles sont associées a des pics de cohérence plus
élevés. Cette observation est aussi valable pour les autres capteurs. On a donc la confirmation
que les capteurs voient des mélanges de sources & spectre de raies a la résolution 1/4096.

Cependant de nombreuses raies spectrales restent associées & des cohérences faibles, méme
pour une résolution tres fine (1/16384). Cest le cas, par exemple, pour les capteurs R1 et R2
dans la bande [0.05,0.06]. Ces observations peuvent avoir plusieurs explications :

— soit les signaux sont extrémement riches dans certains canaux et les nombreuses com-

posantes spectrales font chuter la cohérence en module,

— soit des signatures spectrales similaires existent sur les deux ensembles de machines
(machines identiques, rapport des vitesses 0.999) faisant croire & des mélanges mais ne
se propageant pas d’un ensemble & l'autre (amortissements, isolations électriques),

~ soit certaines sources ne sont pas de simples sommes de sinusoides (non stationnarités),

— soit le banc se comporte comme un milieu de propagation non linéaire créant, sur des

capteurs distincts, des raies similaires a partir de composantes distinctes.

3 z: ) A "‘ — 23;
M w, fY'J Ny ‘. L _
5 0 -
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Fi1G. 7.7: dsp et cohérences de deux couples d’accélérometres (résolution 1/4096)
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Fi1G. 7.8: dsp et cohérences de deux couples d’accélérometres (résolution 1/8192)

Nous essaierons de faire la part des choses & 1’aide du zoom fréquentiel, du spectrogramme
et des bicohérences. Etudions & présent les transferts entre les signaux électriques puis entre
les signaux électriques et accélérométriques. Pour ne pas surcharger le document nous ne
présentons que les cohérences a la résolution (1/4096).

La figure 7.9 donne la cohérence et les dsp des courants produits par les alternateurs
Al et A2. Bien que les deux spectres soient semblables, les raies numérotées 1 a 9 (famille
d’harmoniques) ne sont pas cohérentes. Ce résultat reste vrai pour des résolutions plus fines.
En revanche il existe une famille de raies associées & des pics de cohérence numérotés a a e.
Ces raies sont réguliérement espacées mais elles ne forment pas une famille d’harmoniques. Il
est possible que la famille de raies ait été déplacée en fréquence par ’effet d’'une modulation.
La figure 7.10 montre que les pics a & e existent aussi sur la cohérence de (A1,B1), (A1,B2)
et (B1,B2) tandis que I’on ne retrouve pas les raies 1 4 9. On peut donc penser que ces deux
familles de raies ont des origines physiques différentes. Nous verrons ultérieurement que les
raies a & e se retrouvent aussi sur de nombreux accéléromeétres. Ceci autorise a penser qu’elles
résultent de phénomeénes vibratoires qui se sont propagés linéairement jusqu’aux machines
électriques puis ont été convertis linéairement en courants (forces de Laplace). Les familles
de raies d’indices 1 & 9 des courants Al, A2, B1 et B2 sont vraisemblablement des signatures
propres aux machines électriques. Elles ne se propagent pas d’une pince ampéremétrique a une
autre certainement parce que les réseaux électriques concernés sont bien isolés. Le rapport de
synchronisation (0.999) différent de 1 suffit pour que les composantes électriques produites par
les alternateurs Al et A2 soient décorrélées. Les raies paraissent identiques sur les spectres de
Al et A2 car un écart de fréquence de un milliéme n’est pas décelable dans la bande [0, 0.06]
a la résolution (1/4096).
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FiG. 7.10: dsp et cohérences des alternateurs et des alimentations électriques (résolution
1,/4096)
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Sur la figure 7.10 on remarque aussi qu’en allant vers les hautes fréquences les raies spec-
trales d’indices 1 & 9 de B1 s’écartent de plus en plus de celles de B2. Pourtant, le rapport des
fréequences (harmonique d’ordre k£ de B2 divisé par 'harmonique d’ordre k& de B1) est stable
autour de 0,971 y compris en dehors de la bande [0,0.06]. Les machines des deux ensembles
étant identiques et les moteurs étant synchronisés au milliéme, la seule explication simple &
ce phénomene serait ’existence d’une modulation (décalage du fondamental) suivi d’une non
linéarité (création des harmoniques). Ceci nous donne une raison supplémentaire d’étudier
ultérieurement ’interbicohérence des signaux électriques.

Par ailleurs, certaines raies des capteurs électriques, parmi lesquelles celles numérotées
a a e, se retrouvent cohérentes avec des capteurs accélérométriques des deux ensembles de
machines. Ceci est illustré par la figure 7.11 qui présente les cohérences entre ’accéléromeétre
M1 et les pinces ampéremétriques Al, A2 et B1. Des résultats similaires sont obtenus sur de
nombreux autres couples non présentés ici, dont (M2,A1), (M2,A2) et (M2,B2). 1l existe donc

un transfert linéaire entre les phénomeénes électriques et mécaniques.
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— Al
— Bl
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F1G. 7.11: dsp et cohérences de signaux électriques et accélérométriques (résolution 1/4096)

Si 'on se restreint aux raies 1 & 9, la pince ampéremétrique Al (resp. A2) est cohérente
uniquement avec les accélérometres L1,P1,R1 et S4 (resp. L2, R2, S4 et S5). La figure 7.12
présente les cohérences des couples (L1,A1) et (L1,A2). Les pics de cohérences de (L1,Al)
prouvent que la transformation entre les phénomeénes électriques de Al et mécaniques de L1
est linéaire. La faible cohérence de (L1,A2) illustre le fait que les raies 1 & 9 ne passent pas d’un

ensemble de machines a I'autre. Des résultats similaires s’observent sur les couples (L2,A1) et
(L2,A2).
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F1c. 7.12: dsp et cohérences des signaux électriques des alternateurs et d’un signal accéléro-

meétrique (résolution 1/4096)

Par ailleurs les composantes 1 & 9 des pinces ampéremétriques Bl et B2 ne se retrouvent

sur aucun accéléromeétre. Aux autres fréquences, Bl et B2 sont cohérents avec peu de capteurs

accélérométriques (B1 est cohérent avec 12, M1 et T1 : figure 7.13 ; B2 est cohérent avec M1,

M2 et T1) et le niveau de cohérence est faible.

En conclusion 1’étude des cohérences nous a révélé :

— Dexistence de transferts mécaniques linéaires entre les deux ensembles de machines et
entre chaque ensemble de machines et la structure,

— D’existence de mélanges de sources a spectre de raies, dans les canaux fréquentiels, & la
résolution (1/4096),

— Dexistence de transformations linéaires entre les phénomeénes électriques et mécaniques.

D’autre part nous émettons les hypothéses suivantes :

— la famille de raies a & e est d’origine mécanique et se propage linéairement vers les
machines électriques ou il y a transformation mécanique-électrique linéaire,

— les familles de raies d’indices 1 & 9 des courants A1, A2, B1 et B2 sont des signatures
propres aux machines électriques. Elles ne sont pas cohérentes d’une pince ampéremé-
trique & une autre parce que ces machines sont sur des réseaux électriques isolés,

— les familles de raies d’indices 1 & 9 (et au dela) observées sur les capteurs Al, A2 sont
fortement atténuées lors de la transformation électrique-mécanique, de ce fait elles se
retrouvent seulement sur les accéléromeétres les plus proches,

— nous suspectons ’existence d’une modulation (décalage du fondamental) suivi d’une
non linéarité (création des harmoniques) sur les alimentations Bl et B2.

Nous allons maintenant rechercher les éventuelles non linéarités dans la propagation des
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courants et des forces mécaniques ainsi que dans la transformation des courants statoriques
(machines électriques) en phénomeénes vibratoires (dans [Dér92] on mentionne ’existence de

forces de Maxwell proportionnelles au carré de 'induction périodique).
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Fi1G. 7.13: dsp et cohérences d’une alimentation et de signaux accélérométriques (résolution
1/4096)

7.3.4 Détection de non-linéarités quadratiques

L’autobicohérence et l'interbicohérence sont des outils adaptés a la détection des non
linéarités quadratiques [LAC97]. Ils se définissent comme un prolongement de la cohérence.
L’interbicohérence caractérise le lien entre les fréquences f—]\} et % d’un signal z et la fréquence
fl—]‘cf? d’un signal y. L’autobicohérence se déduit de l'interbicohérence en remplagant y par z.
En supposant que les signaux z et y sont stationnaires et que leurs TFD au canal de fréquence
%, notées respectivement X (f) et Y (f), sont des variables aléatoires centrées on peut définir
I'interbicohérence ainsi :

E[X (f) X (f) Y™ (fi + fo)]
B[ Gor] B [ ] B[ 1+ 2P

Bey (f1, f2, f1 + f2) =

D’apreés cette définition si la fréquence % de y résulte d’un transfert quadratique des

fréquences f—Al, et f—ﬁ, de x alors l'interbicohérence est de module unité :

Y (fi+f2) =H(f1i,f2)- X (f1)- X (f2) = |Boy(fr,f2, i+ f)|=1

Les bicohérences sont estimées & 1’aide du périodogramme lissé (fenétre de Hanning) et
moyenné (100 TED calculées sur des blocs de 4096 échantillons glissants de 1024 échantillons).
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Seuls les 250 premiers canaux fréquentiels de z sont considérés (bande de fréquence[0, 0.06]).
Pour une meilleure lisibilité le module de la bicohérence est forcé a 0 lorsqu’il est inférieur a
0.4.
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F1G. 7.14: autobicohérence du signal ampéremétrique Al

Les figures 7.14 et 7.15 donnent les autobicohérences de Al et de Bl. Les résultats sont
similaires pour A2 et B2. Le quadrillage du plan fréquentiel montre que les raies 1 & 9 (et
au deld) résultent d’une non-linéarité quadratique. Les raies a a e n’étant pas concernées la

non-linéarité ne provient pas des capteurs.
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Fic. 7.15: autobicohérence du signal ampeéremétrique Bl
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Pour déterminer si une propagation non-linéaire quadratique des courants existe nous
avons estimé les interbicohérences des pinces ampéremétriques. Les valeurs obtenues sont
faibles a l'instar de l'interbicohérence du couple (A1,B1) de la figure 7.16.
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F1G. 7.16: interbicohérence des signaux ampéremétriques Al et Bl

Rappelons que selon [Dér92]| les champs électromagnétiques périodiques présents au sein
des machines électriques peuvent provoquer des phénoménes vibratoires (forces de Laplace
directement liées a I'induction magnétique et forces de Maxwell liées au carré de 'induction).
De ce fait et compte tenu des non linéarités détectées sur les capteurs électriques nous avons
étudié les interbicohérences entre les pinces ampéremétriques et les accéléromeétres. La figure
7.17 donne l'interbicohérence du couple (A1,L1). On retrouve le quadrillage observé sur les au-
tobicohérences des pinces ampéremétriques. Cette observation ne prouve pas que le transfert
électrique-mécanique est non linéaire ; elle peut s’expliquer par la propagation linéaire d’une
source non linéaire (trois composantes liées statistiquement dans le signal de départ restent
lices apres filtrage linéaire homogene). On se souvient que la cohérence entre Al et L1 était
forte pour les mémes composantes spectrales. On peut donc penser que la source vue par Al
est non linéaire et que la propagation de cette source est linéaire. Les interbicohérences des
couples (A1,P1), (A1,R1) et (A1,54) sont semblables a celle de (A1,L1). Pour les autres accé-
léromeétres on obtient quelques pics élevés a Uinstar de U'interbicohérence de (A1,1.2) présentée
a la figure 7.18. Comme la cohérence du couple (A1,L.2) était remarquablement faible, on en
conclut qu’aux transferts électrique-mécanique linéaires (forces de Laplace) se superposent
des transferts non linéaires (forces de Maxwell) moins importants. Les observations faites sur
A1 sont aussi valables pour A2.

Par ailleurs les interbicohérences de B1 avec les accéléromeétres sont faibles. La plus signi-
ficative est U'interbicohérence du couple (B1,T1) donnée a la figure 7.19.

Pour connaitre 'ampleur des phénoménes non-linéaires “vus” par les accélérométres nous
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F1G. 7.18: interbicohérence entre le signal électrique Al et accélérométrique 1.2

avons étudié les autobicohérences de ces capteurs. La figure 7.20 donne ’autobicohérence de
L1 sur laquelle on constate que les liens statistiques entre composantes fréquentielles sont
bien plus nombreux qu’avec les signaux électriques. Cela sous-entend qu’il existe aussi des
transferts mécaniques non linéaires. Cette hypothése est confirmée par l'interbicohérence du
couple (L1,R1) a la figure 7.21.

L’étude des bicohérences confrontée a celles des cohérences nous a enseigné que :

— Les raies 1 4 9 (et au dela) des signaux électriques résultent d’une non-linéarité quadra-

tique qui ne provient pas des capteurs. Pour Al et A2 ces familles d’harmoniques sont
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F1c. 7.19: interbicohérence entre le signal électrique B1 et accélérométrique T'1
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FiG. 7.20: autobicohérence du signal accélérométrique L1

trés certainement les signatures spectrales des machines électriques a régime constant,

— Lors de I’étude des cohérences nous n’avions pas trouvé de relation de filtrage linéaire
entre les raies 1 & 9 (et au dela) des signaux électriques. Il n’y a pas non plus de filtrage
non-linéaire quadratique entre ces capteurs. Les machines semblent bien appartenir a
des réseaux électriques distincts,

— Les composantes de B1 et B2 proviennent certainement d’un décalage fréquentiel suivi
d’une non-linéarité,

— Les signatures des machines électriques Al et A2 sont transmises aux capteurs accélé-
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F1G. 7.21: interbicohérence entre les signaux accélérométriques L1 et R1

rométriques de fagon linéaire (forces de Laplace) et dans un moindre mesure de fagon
non-linéaire (forces de Maxwell),
— Des non-linéarités existent aussi sur les accéléromeétres.

Nous retiendrons que tous les capteurs fournissent des signaux représentatifs d’un mélange

spectral sauf B1 et B2 qui ne possédent que de rares canaux de mélanges. Notons que les non-

linéarités détectées ne perturberont pas la séparation de signaux dans le domaine spectral.

En revanche une méthode temporelle de séparation de sources serait pénalisée par les liens

statistiques entre les fréquences.

Nous allons maintenant vérifier plus finement le modeéle des sources dans un canal, avant

d’appliquer nos algorithmes.

7.3.5 Analyse haute résolution d’un canal fréquentiel

Nous souhaitons connaitre précisément le contenu de certains canaux fréquentiels pour

vérifier le modele spectral des sources, valider ’estimation du nombre de sources et montrer

les résultats du blanchiment et de la séparation. Les canaux concernés sont issus de TFD

glissantes calculées sur des blocs de 4096 échantillons apodisés par une fenétre de Hanning.

Nous avons besoin d’un facteur de zoom important pour un petit nombre de canaux. Il est

coliteux d’augmenter la taille des blocs & partir desquels sont calculées les TFD & toutes les

fréquences. Il est préférable d’appliquer un zoom fréquentiel aux quelques canaux concernés.

Nous donnons ici les grandes lignes de cette technique et invitons le lecteur & consulter ’annexe

E.1 pour plus de détail.

Notons X7 (f) ou X (f,7) la TFD d’un signal z (¢) au canal de fréquence centrale %, entre

les instants 7 et 7 + N — 1. La suite des TFD glissantes obtenues en faisant croitre 7 par pas
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de 1 échantillon est un signal complexe & temps discret 7 correspondant a une filtrée bande
étroite autour de % Il contient 1’essentiel de son énergie dans la bande {%, f+—]\?°] ol ng
est un nombre réel donnant la largeur du premier lobe spectral de la fenétre d’apodisation
utilisée (pour une apodisation de Hanning mng vaut 2). Le zoom fréquentiel débute par une
démodulation complexe par rapport a la fréquence centrale f/N. Cette opération est suivie
d’un sous-échantillonnage d’un facteur L par rapport & la variable 7 pour obtenir un signal
fonction de la variable u. Enfin une TFD est calculée par rapport a cette nouvelle variable
temporelle. Le schéma du zoom fréquentiel est rappelé & la figure 7.22. En pratique le sous-
échantillonnage est effectué avant la démodulation (le signal temporel filtré par TFD glissante
a une bande petite car ses composantes sont les écarts a la fréquence centrale f/N). On utilise
un pas de glissement égal au facteur de sous-échantillonnage de fagon a réduire le nombre de

TFD pour obtenir X (f, 7).

ay (9 exp(-j2mf 1)

spectre dex(t)
zoomé autour
du cand f

X TFD, /'t

— TFDy /u
sous-éch. de t
d’un facteur L

Fi1G. 7.22: zoom fréquentiel de z (t) d’un facteur L autour de la fréquence centrale f/N

Nous avons effectué le zoom fréquentiel du capteur R2 au canal 213. Ce canal “voit” la
bande [0.0515,0.0525] en fréquence réduite (2 canaux avant et 2 canaux apres) car I’apodisa-
tion de Hanning a été utilisée. Les figures 7.23 et 7.24 présentent les dsp obtenues respective-
ment pour un facteur de zoom de 2 puis de 32. L’axe des fréquences a été recentré autour de
la fréquence de démodulation pour retrouver les fréquences d’origine du signal temporel.

On voit sur cet exemple que les deux fréquences pures présentes dans le signal sont résolues
par un sous-échantillonnage de facteur 32, alors qu’elles ne le sont pas par une analyse spectrale
classique. Cet outil permet de mesurer 'importance du bruit dans les canaux fréquentiels,
vérifier 'hypotheése de fréquences pures, controler I'estimation du nombre de sources et la

qualité de la séparation.

7.3.6 Etude de la corrélation temporelle du bruit

Contrairement & la figure 7.24, certains canaux sont fortement bruités. Le zoom fréquentiel
ne permet pas nécessairement de distinguer les raies étroites par rapport au bruit. Cette
situation est illustrée & la figure 7.25 par le zoom fréquentiel du capteur R1 au canal 229.
Comme précédemment les TFD sont effectuées sur 4096 échantillons avec une apodisation de
Hanning et un pas de glissement de 32 échantillons.

Nous avons développé une méthode pour déterminer la durée de corrélation du bruit dans

un signal & spectre de raies bruité. Cette méthode, présentée en annexe C.1, est basée sur le
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ao

35 —

30 —

25 —

(sp

20 —

a1s

o.0512 o.0514a o.0516 o.os18 o.05=2 o.0o5=2=2 O.0524a o.os526
frequence reduite

Fic. 7.23: zoom fréquentiel de facteur 2
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Fic. 7.24: zoom fréquentiel de facteur 32
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F1G. 7.25: zoom spectral du capteur R1 au canal 229 (résolution 1/4096)

module du spectre décalé. Rappelons simplement que le spectre décalé du signal z, au retard

T et au canal f s’obtient ainsi :

\/ NS\HSN ﬂSh *
Rr, (f) = ! :MUN DX pepo,n—1 (7.1)
m=0

f) = == ’
[=—N+1 QQZ A Mo

ou C,, est la fonction de corrélation de I’apodisation, N le nombre d’échantillons pour le

calcul de la TFD, L le pas de glissement des blocs temporels (en nombre d’échantillons),

le coefficient de normalisation des TFD vérifiant N30 = 1 et X! (f) la TFD de x au bloc

temporel commencant & l'indice £. La méthode consiste & tracer, en fonction du retard, le
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module du spectre décalé. La contribution du bruit décroit lorsque le retard 7 augmente.
Ceci fait chuter le module du spectre décalé. Lorsque celui-ci se stabilise le retard 7 vérifie

T > (N + 1) ou 7y est la durée de corrélation du bruit.

3 T T T T T T T T T

N
4l

N

|Ri| acand 229
b

R

o
4l

o

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
retard (nombre de tranches)

F1G. 7.26: module du spectre décalé du signal R1 au canal 229

Considérons & nouveau le signal R1 filtré par TFD au canal 229. Le module du spectre
décalé (figure 7.26) décroit fortement jusqu’a un retard correspondant approximativement &
100 pas de glissement. A partir de 150 pas de glissement, il oscille faiblement autour de 0.5. Les
TFD étant effectuées sur une durée équivalente a 128 pas de glissement, la durée de corrélation
du bruit du capteur R1 est approximativement de 700 échantillons (7, ~ (150 — 128) -32). On
a donc la confirmation que les bruits ne sont pas temporellement blancs. Les résultats obtenus

sur les autres capteurs et dans d’autres canaux sont similaires.

7.3.7 Validation expérimentale du modéle des sources de vibration

Une analyse spectrale fine des capteurs permet de détecter deux types de sources dans les
signaux : des raies bande étroite et des raies modulées. Le modéle de raie bande étroite est
important car il a servi & calculer un estimateur de filtre de blanchiment spatial. En effet, cet
estimateur compense les phases des éléments diagonaux des Matrices Spectrales Décalées des
sources, a conditions que les sources soient sinusoidales. C’est ainsi que l’on obtient & partir
de deux Matrices Spectrales Décalées des observations, la matrice spectrale du mélange non
bruité (5.9). Pour valider I’estimation de la matrice spectrale du mélange non bruité, il faut
donc vérifier que la phase du signal filtré est bien celle attendue et qu’elle ne dépend pas du
retard choisi.

Nous avons sélectionné deux capteurs possédant chacun un canal fréquentiel influencé par
une source seule (une raie bande étroite puis une raie modulée en fréquence). La matrice
spectrale du mélange non bruité de chaque capteur a été estimée & partir de deux Matrices
Spectrales Décalées. Puisqu’il s’agit d’un seul capteur, les Matrices Spectrales Décalées se
réduisent au spectre décalé du capteur. Un retard 7 de 250 pas de glissement a été utilisé
pour calculer les spectres décalés. Nous allons voir que pour la raie étroite la phase du signal
expérimental respecte bien le modéle proposé. Pour la raie modulée en fréquence, la phase

observée n’est pas exactement celle attendue mais I'estimateur est robuste car il compense
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relativement bien le déphasage. Les traitements sont réalisés a une résolution grossiére (TFD

de 4096 échantillons) et analysés a une résolution fine par un zoom fréquentiel de facteur 32.

Cas d’une raie bande étroite

Un zoom fréquentiel de facteur 32 est appliqué au capteur L2, filtré par TFD au canal 213
(fréquence centrale réduite 0.052). Le spectre obtenu est celui d’une raie bande étroite (figure
7.27). Le module du signal filtré par TFD puis normalisé en puissance est présenté a la figure
7.28. On observe un battement autour de 1 qui est dit d’'une part a 1’écart entre la fréquence
centrale du canal et la raie et d’autre part & ’existence d’autres composantes spectrales de
faibles amplitudes. La figure 7.29 donne en bleu la phase de la Matrice Spectrale Décalée
I/{ﬁ. (f) et en vert la phase de la matrice spectrale du mélange non bruité ﬁy\y (f), estimeées
pour des retards variant de 0 & 350 pas de glissement. De méme que pour les sinusoides
arg (I/{;\r (f )) est linéaire en fonction du retard et comprise entre —m et +m. Les sauts de
phases sont rapides car deux tranches successives de TFD sont distantes de 32 échantillons.
Le terme arg (ﬁy\y (f )), normalement nul, est compris entre —0.02 et 0.02. Ceci montre que
le modeéle est vérifié et que 'estimation de la matrice de blanchiment sera robuste vis-a-vis

du retard utilisé pour ’estimer.

o.1 |- -
o0.05 [~ —
n -

o e n n
o.0514a o0.0516 o.0518 o.0522 o.0524a o.0526

o.052
frequence reduite

Fi1c. 7.27: dsp du signal L2 filtré par TFD au canal 213 (zoom fréquentiel)
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%: é LA mHl“““””l”“lm“ ””l‘ll““ l‘ ”"l"“|“n”|llunlnnm |
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FiG. 7.29: phase des matrices I/{;\r (f) et ﬁy\y (f) du signal L2 filtré par TFD au canal 213

Cas d’une raie modulée en fréquence

Un zoom fréquentiel de facteur 32 a été appliqué au capteur R1, filtré par TFD au canal
208 (frequence réduite 0.0505). Le spectre obtenu (figure 7.30) ressemble & celui d’une somme
de fréquences pures proches mais il peut aussi étre celui d’un signal non stationnaire. Pour

lever cette ambiguité nous allons observer ce signal dans le plan temps-fréquence.

Foos|

G.os O0.050=2 O.0504a o.0s506 o.os08 o.0o51 O.051=2
frequence reduite

F1G. 7.30: dsp du signal R1 filtré par TFD au canal 208 (zoom fréquentiel)

Nous avons estimé le spectrogramme de ce signal (mémes parameétres que pour le zoom).

124



7.8. Analyse des signaur et étude des sources présentes

Compte tenu du phénoméne d’étalement temporel associé au zoom fréquentiel, le spectro-
gramme est peu lisible. En effet, chaque point du spectrogramme correspond & une durée
d’intégration de (4096 — 1)-32+4096 = 135136 échantillons (voir en annexe E.1). Pour facili-
ter la lecture du spectrogramme nous avons tracé la position du maximum d’amplitude (figure
7.31). Les raies précédemment observées dans la bande [0.504, 0.507] sont en fait I'image d’une
modulation de fréquence presque sinusoidale dans un spectre estimé sous hypothése de sta-
tionnarité. Cette modulation de fréquence peut s’expliquer par l'existence d’une variation
de charge diie & un balourd, entrainant une variation de vitesse du moteur. Pour palier ce

probléme on utilise souvent des échantillonneurs angulaires.

0.0508

0.0507 |- -

0.0507 |- -

0.0506 |- —

0.0506 |- —

fréquence e

0.0505 |- —

0.0505 |- —

0.0504 |- —

0.0504

s s
10 20 30 a0 50 60
indice des tranches temporelles

F1c. 7.31: position des maxima dans le spectrogramme du signal R1 filtré par TFD au canal
208

Le module de ce signal filtré par TFD au canal 208 (figure 7.32) oscille car le modele
harmonique n’est pas exact. La figure 7.33 représente en bleu la phase de ﬁi (f) et en vert
la phase de ﬁy\y (f), estimées pour des retards variant de 0 & 350 pas de glissement. La phase
de la Matrice Spectrale Décalée est comprise entre —m et +x. Aprés compensation, la phase
de la matrice spectrale (normalement nulle) est entre —0.3 et 0.3. Il s’agit ici de compenser
une phase moyenne puisque le modéle harmonique n’est pas exact. La compensation est donc
moins bonne que dans le cas précédent. Cependant, la phase de ﬁy\y (f) reste faible par
rapport a celle de I/{ﬁ. (f), quel que soit le retard considéré entre 0 et 350 pas de glissement.
L’estimation de la matrice de blanchiment sera donc robuste vis-a-vis du modéle et du retard

utilisé.
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F1G. 7.33: phase des matrices ﬁﬁ. (f) et ﬁy\y (f) du signal R1 filtré par TFD au canal 208

7.3.8 Conclusion sur les signaux

A Taide des spectres et des cohérences nous avons montré 1’existence de mélange spectraux
sur ’ensemble des capteurs sauf Bl et B2. Les bicohérences ont permis de détecter des non-
linéarités quadratiques dans les signaux, confortant le choix du séparateur fréquentiel. Une
étude spectrale fine par zoom fréquentiel a révélé des raies modulées en fréquence en plus de
raies bandes étroites prévues par le modéle. Nous avons vérifié que la méthode de correction
des phases par les spectres décalés fonctionne sur ces deux types de sources expérimentales.
La durée de corrélation des bruits a été estimée dans un canal sans source. Nous allons
maintenant appliquer un algorithme de détection du nombre de sources pour déterminer les
canaux ou plusieurs sources se mélangent. Nous détaillerons ensuite les étapes de blanchiment

et de séparation dans I’'un de ces canaux.

7.4 Estimation du nombre de sources et validation des résultats

Les deux nouveaux estimateurs présentés au chapitre 6 utilisent une Matrice Spectrale
Décalée. Celle-ci s’obtient par un produit de deux vecteurs de TFD issus de blocs tempo-

rels décalés de 7 échantillons, notés respectivement r!(f) et r*t7(f). Les estimateurs sont
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performants lorsque :

— le retard 7 est tel que toutes les contributions des bruits dans le vecteur r’(f) sont
décorrélées de celles dans le vecteur r'™7(f). Cette condition est vérifice lorsque (1 >
N + 1) ou 7 est la durée de corrélation maximale des bruits (7, est inconnue a priori)
et N le nombre d’échantillons utilisés pour les TFD,

— le retard 7 est tel que la contribution de chaque source s; dans le vecteur r(f) est
corrélée a la contribution de la méme source dans le vecteur r!*7(f). Cette condition
est vérifiée lorsque 7 < (N + 75) ou 75 est la durée de corrélation minimale des sources
(75 est supposée trés supérieure a ),

— la DVS de la Matrice Spectrale Décalée des observations produit deux bases distinctes
du sous-espace signal. Cette condition est réalisée lorsque tous les termes diagonaux
de la Matrice Spectrale Décalée des sources R (f) sont différents. Ces termes sont
proportionnels & [eﬂ”(?e_”l)T, ...,eﬂ”(JJ\IT_”p)T] ot v1,...,v, sont les fréquences réduites
des composantes sinusoidales présentes au canal f. On remarque que les termes ne
dépendent que de l'écart des composantes par rapport a la fréquence centrale f/N.
L’influence de 7 est donc identique en basse et haute fréquence. Pour que les termes

diagonaux soient tous distincts quel que soit 7 il faut et il suffit que

\V/Z,]E[].,p] tels que .77527 ﬂ(QlaQ]) ENXN? £_Vz:& <i_yj>

Ce qui signifie que les écarts des composantes-source & la fréquence centrale doivent
étre mutuellement incommensurables. Dans la pratique méme si cette condition n’est
pas vérifiée, il est peu probable que le retard choisi corresponde exactement & I'un des
entier ();. Nous avons tout de méme prévu cette situation : nous utilisons non pas la
DVS d’une Matrice Spectrale Décalée mais de deux. En effet, d’'une part les éléments
diagonaux de RZ, (f) sont périodiques de période T; = m, et d’autre part seules
les composantes qui tombent dans le lobe principal de ’apodisation sont vues au canal
f. De ce fait dans le cas d’une apodisation uniforme on peut considérer que |f/N — v;]
est inférieur & 1/N et les périodes T; sont strictement supérieures & N. Si on utilise deux
matrices spectrales de retards 7 et (7 + N) alors on aura bien deux bases différentes du
sous-espace signal.

Appliquons maintenant les estimateurs du nombre de sources aux signaux expérimentaux.
Les TFD sont calculées sur des tranches temporelles de 4096 échantillons, glissant par pas de
32 échantillons. Dans un premier temps nous considérons I’ensemble des capteurs au canal 213
uniquement. Nous estimons le nombre de sources avec nos deux estimateurs (par traitement
d’images et par la distance entre projecteurs) tout en faisant varier le retard 7 utilisé par
ces deux estimateurs. La figure 7.34 présente les résultats obtenus. La courbe en bleu corres-
pond & ’estimation par traitement d’images et celle en vert & I’estimation par les projecteurs
orthogonaux. On remarque que pour 7 supérieur & 110 pas de glissement, les résultats sont
identiques. Ceci concorde avec I’étude sur la durée de corrélation des bruits. Nous avions en

effet montré que 'influence du bruit devenait faible pour des retards supérieurs & 100 pas de
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glissement. Ceci montre la robustesse des estimateurs.

=
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F1G. 7.34: nombre de source estimé au canal 213 en fonction du retard 7

Appliquons maintenant les estimateurs sur I’ensemble des capteurs dans la bande de fré-
quence [0.048,0.054] qui correspond aux canaux 200 & 220. La figure 7.35 donne le nombre
de sources estimé avec un retard égal & 150 pas de glissement. Les résultats sont identiques

pour les deux estimateurs (par traitement d’images et par distance entre sous-espaces).

Tomire de soures
N

zos 210 212 21a 216 EER=) =220
canal de frequence

FiGc. 7.35: nombre de sources estimé dans les canaux 200 & 220 pour 7 = 150 - 32

Les nombres de sources estimés sur les signaux expérimentaux sont fiables. Nous allons
maintenant nous focaliser sur un seul canal pour appliquer les techniques de séparation de
signaux et présenter les résultats obtenus. Nous choisissons le canal 213 ot sont présentes trois

sources.

7.5 Séparation des signaux dans un canal

7.5.1 Présentation des 4 cas d’étude

Lors de I’étude précédente nous avons détecté trois sources au canal 213 (fréquence centrale
réduite 0.052). Une analyse spectrale haute-résolution de I’ensemble des capteurs nous permet
d’affirmer qu’il contient, sur différents jeux de capteurs, deux raies pures et une raie modulée
en fréquence. Ces sources sont mélangées sur certains capteurs. La figure 7.36 présente les dsp

haute-résolution des 14 capteurs au canal 213. La matrice de cohérence (figure 7.37) confirme
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Pexistence des mélanges (valeurs fortes en dehors de la diagonale). On remarque que pour ce
canal les capteurs de I’ensemble 1 sont fortement cohérents entre eux, sauf B1 et M1. Ils sont
cohérents avec les capteurs posés sur la structure (sauf B1l) et peu cohérents avec les capteurs
de l’ensemble 2 (sauf M1).

o A
O0.0514a 0.0522 0.0524 0.0526

frequence reduite

Fi1G. 7.36: dsp des 14 capteurs au canal 213 (zoom fréquentiel)
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F1G. 7.37: cohérence entre les 14 capteurs au canal 213

De maniére & montrer le comportement de la méthode et de la valider sur des raies pures
issues d’une expérimentation réelle et des sources modulées, nous avons sélectionné quatre cas
parmi les capteurs disponibles. Les spectres sont visualisés ci-dessous.

— cas 1 : trois capteurs faiblement bruités contenant les deux raies pures (capteurs S5, R2

et L2). La figure 7.38 présente le zoom fréquentiel de ces capteurs.
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Fic. 7.38: cas 1 : dsp des 3 capteurs au canal 213 (zoom fréquentiel)

— cas 2 : six capteurs (dont trois bruités) contenant les deux raies pures (capteurs S5, R2,

L2, T1, M1 et M2). La figure 7.39 présente le zoom fréquentiel de ces capteurs.

o - L L
0.0514 0.0522 0.0524 0.0526

frequence reduite

FiG. 7.39: cas 2 : dsp des 6 capteurs au canal 213 (zoom fréquentiel)

— cas 3 : 12 capteurs contenant les deux raies pures, une raie modulée en fréquence et du
bruit. Les capteurs électriques (B1 et B2) ont été éliminés parce que incohérents avec
les autres capteurs. Ce cas permet de tester la robustesse des méthodes de blanchiment
et séparation vis-a-vis de sources non sinusoidales et vis-a-vis de bruit additif. Le zoom
fréquentiel de ces capteurs n’est pas présenté & nouveau car il correspond & la figure
7.36 sans les capteurs Bl et B2.

— cas 4 : 14 capteurs contenant les deux raies, une raie modulée en fréquence et du
bruit. Etant donné que les capteurs Bl et B2 sont incohérents avec les autres capteurs,
I’hypothése d’inversibilité du mélange est mise en défaut. Ce cas permet de tester la ro-
bustesse des méthodes vis-a-vis de cette hypothése. Le zoom fréquentiel des 14 capteurs
est donné a la figure 7.36.

Pour ces quatre cas, nous étudierons le blanchiment (par PACP et la méthode par dé-

calage), la robustesse de l'estimation de la matrice spectrale du mélange non bruité puis la
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séparation par JADE et la méthode a décalages.

7.5.2 Blanchiment spatial
Estimation du filtre blanchisseur - robustesse vis-a-vis du retard 7

Rappelons que pour des sources sinusoidales, la matrice spectrale du mélange non bruité
peut étre estimée a ’aide d’une Matrice Spectrale Décalée de retard 7 et d’une autre de
retard —27. Il suffit pour cela que le retard 7 soit supérieur & (N 4 73,) ou 73 est le plus grand
support de corrélation des bruits et N la taille des tranches de TFD. Pour tous les retards 7
vérifiant cette condition nous devons obtenir approximativement la méme matrice spectrale
du mélange non bruité. Nous allons le vérifier dans les deux premiers cas en représentant les
valeurs propres de la Matrice Spectrale Décalée de retard (2.7) en fonction de 7, auxquelles
sont superposées les valeurs propres de la matrice spectrale du mélange non bruité. Les TFD
sont effectuées sur des tranches de 4096 échantillons, glissant par pas de 32 échantillons. Le
retard 7 est exprimé en nombre de pas de glissement. D’aprés ’étude du support de corrélation
des bruits, le retard NV + 73, est & peu prés égal a 150 pas de glissement.

Dans le premier cas (deux raies peu bruitées), les deux premiéres valeurs propres de la
Matrice Spectrale Décalée (en rouge et vert) sont périodiques (figure 7.40). Ceci est normal
puisque la présence de deux composantes fréquentielles dans le méme canal provoque des
battements sur I’amplitude des spectres décalés. Les valeurs propres de la matrice spectrale
du mélange non bruité (en jaune et violet pour les deux premiéres) sont quant a elles presque
constantes apreés environ 100 pas de glissement. Nous observons aussi que les fluctuations des

termes de la Matrice Spectrale Décalée ont été correctement compensées.

NG NG

o ETS) ao =Te) s80 100 120 140 160 180 EYete)
retard

F1G. 7.40: cas 1 : valeurs propres de la matrice spectrale décalée

Dans le deuxiéme cas (figure 7.41), comme précédemment les deux premiéres valeurs
propres de la Matrice Spectrale Décalée (en jaune et violet en bas) sont périodiques et les
valeurs propres de la matrice spectrale du mélange non bruité (en violet en haut et bleu ciel

en haut) sont & peu prés constantes au dela de 100 retards.
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Fic. 7.42: cas 1 : valeurs propres de la matrice de blanchiment
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Fi1G. 7.43: cas 2 : valeurs propres de la matrice de blanchiment

Ces résultats prouvent que les raies étroites respectent le modéle sinusoidal et que la
matrice spectrale du mélange non bruité est bien estimée. Ceci est confirmé par la stabilité des
valeurs propres de la matrice de blanchiment (figure 7.42 et 7.43) pour des retards supérieurs
a 100 pas de glissement.

Dans le cas 3 (figure 7.44) la premiére valeur propre de la Matrice Spectrale Décalée (en
violet) a des fluctuations périodiques dies aux deux raies pures comme dans le cas 1 mais
aussi une périodicité plus grande, de 'ordre de 300 pas de glissement, diie & la raie modulée en

fréquence. De plus les valeurs propres sont instables car les deux capteurs de type électrique
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Al et A2 ont des puissances trés faibles. Le systéme de mélange est alors mal conditionné.
Cette hypothése est confortée en calculant le conditionnement de la matrice spectrale et en
observant les mémes valeurs propres en ayant enlevé ces deux capteurs du systéme (figure
7.45). L’allure des courbes est la méme, mais 'instabilité a disparu. L’instabilité peut aussi
étre compensée en moyennant les matrices de blanchiment estimées sur plusieurs retards. Les

courbes sont alors lissées.
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F1G. 7.44: cas 3 : valeurs propres de la matrice spectrale décalée
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F1G. 7.45: cas 3 en retirant Al et A2 : valeurs propres de la matrice spectrale décalée

Dans le cas 4 non représenté ici, l'instabilité des valeurs propres est amplifiée par la
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CHAPITRE 7. Traitement de signauz réels

présence de deux capteurs décorrélés des autres. Le mélange est nettement non inversible.
La robustesse vis-a-vis du retard 7 peut aussi se mesurer sur les signaux séparés. Les
résultats de séparation ne doivent pas trop dépendre du retard 7 utilisé pour estimer la
matrice de blanchiment. Pour le vérifier, nous avons calculé le kurtosis des signaux séparés pour
différents retards 7. La derniére étape a été effectuée par ’algorithme JADE en diagonalisant
des cumulants d’ordre 4 des observations blanchies. Nous avons mesuré les kurtosis des deux
sources estimées dans le cas 2 (figure 7.46) puis des trois sources estimées dans le cas 3 (figure
7.47). Dans le cas 3, la matrice de blanchiment a été moyennée sur 10 retards pour éviter
les instabilités. On retrouve dans les deux cas les mémes kurtosis pour les raies pures, a peu
prés constant autour de —0.9 et —0.7 pour un retard supérieur & 100. La valeur théorique
du kurtosis spectral d’une sinusoide est égale & —1. Dans le cas 3, le kurtosis spectral de la
troisiéme source estimée fluctue un peu plus en fonction du retard car cette source ne vérifie

pas exactement le modéle théorique de signal sinusoidal.
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Fic. 7.46: cas 2 : kurtosis spectral des deux sources estimées
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F1G. 7.47: cas 3 : kurtosis spectral des trois sources estimées

Blanchiment spatial d’un mélange bruité (cas 2)

Le blanchiment spatial donne des résultats similaires dans les cas 1 et 2 bien que dans
le cas 2 les capteurs observent un mélange bruité. Nous visualisons le zoom fréquentiel des

sorties du filtre blanchisseur dans le cas 2. Les résultats de I’ACP sont donnés a la figure 7.48

134



7.5. Séparation des signaux dans un canal

et ceux de la méthode & décalages (retard égal a 150 pas de glissement) sont donnés a la figure
7.49. IACP élimine moins bien le bruit car la condition de bruits spatialement blancs n’est
pas vérifiée. Dans les deux cas il reste encore un mélange (en théorie orthogonal) des deux

raies.
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F1G. 7.48: cas 2 : zoom fréquentiel des signaux blanchis par ACP
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F1G. 7.49: cas 2 : zoom fréquentiel des signaux blanchis par décalage

Blanchiment spatial de mélanges bruités mal conditionnés (cas 3 et 4)

Nous effectuons maintenant le blanchiment dans les cas 3 et 4 ou trois sources sont pré-
sentes. L’objectif est de tester la robustesse des méthodes vis-a-vis de ’hypothése d’inversi-
bilité du mélange (presque respectée dans le cas 3, non respectée dans le cas 4), en plus de
Pexistence de bruits non spatialement blancs et d’une source non conforme au modéle (raie
modulée en fréquence). Nous visualisons le zoom fréquentiel des trois sorties du filtre blanchis-
seur. Les résultats obtenus par I’ACP sont donnés figure 7.50 et ceux obtenus par la méthode
a décalages figure 7.51. Pour cette seconde méthode, nous avons choisi un retard égal a 300
pas de glissement pour compenser au mieux le terme de phase de la troisiéme source. Dans les
deux cas, la méthode & décalages élimine mieux le bruit que I’ACP. Ceci est normal car nous
ne sommes pas dans les conditions de bruits spatialement blancs requises par I’ACP. Les deux
méthodes sont robustes vis-a-vis de I'inversibilité du mélange car les résultats sont quasiment

identiques pour les cas 3 ou 4.
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F1G. 7.50: cas 3 : zoom fréquentiel des signaux blanchis par ACP
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F1G. 7.51: cas 3 : zoom fréquentiel des signaux blanchis par méthode a décalages

o "
o.0s14a o.os16 o.os18 o.052 o.os522 o.os24a o.os526
frequence reduite

F1G. 7.52: cas 4 : zoom fréquentiel des signaux blanchis par ACP

7.5.3 Séparation

Dans cette partie, nous réalisons la séparation totale par trois méthodes : le blanchiment
par ACP suivie de lalgorithme JADE (méthode a l'ordre 4), le blanchiment par décalage
suivi de JADE (appelée méthode 1) et la séparation totale effectuée par décalage (appelée
méthode 2).
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Fi1Gc. 7.53: cas 4 : zoom fréquentiel des signaux blanchis par méthode & décalages
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F1G. 7.54: cas 2 : zoom fréquentiel des signaux séparés par ’ACP suivie de JADE

Séparation d’un mélange bruité (cas 2)

La figure 7.54 présente le zoom fréquentiel des sources estimées aprés ’ACP suivie de
JADE. Le mauvais blanchiment par I’ACP ne permet pas d’effectuer correctement la derniére
étape de séparation. Les deux raies sont alors estimées sur la méme sortie. Les figures 7.55 et
7.56 présente le zoom fréquentiel des sources estimées respectivement par les méthodes 1 et
2. Les résultats de séparation sont bien meilleurs, ce qui prouve 'importance du blanchiment.

La méthode 2, a décalages, semble avoir mieux débruité les sources.
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F1Gc. 7.55: cas 2 : zoom fréquentiel des signaux séparés par la méthode 1
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F1G. 7.56: cas 2 : zoom fréquentiel des signaux séparés par la méthode 2

Séparation de mélanges bruités mal conditionnés (cas 3 et 4)

Nous effectuons maintenant la séparation dans les cas 3 et 4 ol trois sources sont présentes.
L’objectif est de tester la robustesse des méthodes vis-a-vis de 'hypothése d’inversibilité du
mélange (presque respectée dans le cas 3, non respectée dans le cas 4), en plus de I'existence
de bruits non spatialement blancs et d’une source non conforme au modeéle (raie modulée en
fréquence). Nous visualisons le zoom fréquentiel des trois sorties du séparateur.

Les résultats obtenus par I’ACP suivie de JADE sont donnés a la figure 7.57 pour le cas 3 et
a la figure 7.58 pour le cas 4. Comme dans le paragraphe précédent, le mauvais blanchiment
par PACP ne permet pas d’effectuer correctement la derniére étape de séparation. Il reste

manifestement la sinusoide de fréquence réduite 0.05205 sur les trois sources estimées.
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F1G. 7.57: cas 3 : zoom fréquentiel des signaux séparés par ’ACP suivie de JADE

Pour les méthodes 1 et 2 ol le blanchiment est effectué par la méthode a décalages (retard
égal a 300 pas de glissement), les résultats de séparation sont trés proches (figures 7.59, 7.60,
7.61 et 7.62). On sépare trois sources dont deux sont des fréquences pures et la troisiéme est
une raie modulée en fréquence. Les deux méthodes sont robustes vis-a-vis de I'inversibilité du
mélange car les résultats sont quasiment identiques dans les cas 3 et 4.

En conclusion, nous pouvons maintenant donner une estimation précise de la fréquence des
deux raies pures grace a ’analyse spectrale haute-résolution : 0.0518 et 0.05205 en fréquence

réduite. Dans la suite nous nommerons ces fréquences respectivement F1 et F2. Au paragraphe
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F1G. 7.58: cas 4 : zoom fréquentiel des signaux séparés par ’ACP suivie de JADE
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F1Gc. 7.59: cas 3 : zoom fréquentiel des signaux séparés par la méthode 1
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F1G. 7.60: cas 4 : zoom fréquentiel des signaux séparés par la méthode 1

suivant, nous calculons & partir de ces sources estimées de puissance unité, la contribution de
chaque source sur chaque capteur pour déterminer 'origine de chacune des sources.
Interprétation de la séparation

Nous avons reconstruit sur chacun des 14 capteurs la contribution en densité spectrale de
puissance des trois sources séparées avec notre méthode & décalages (méthode 2). Nommons

st Destimée et 7",'5€ I'observation. Supposons qu’au canal fréquentiel traité on a :

TZ:HkZ'-Sg—FHM-Sf-F(?-bt
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F1G. 7.61: cas 3 : zoom fréquentiel des signaux séparés par la méthode 2
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F1G. 7.62: cas 4 : zoom fréquentiel des signaux séparés par la méthode 2

et

~

st=sl+a- b

avec

st sf et b’ : signaux normalisés en puissance
Hy;, Hy;, € et a : coefficients complexes

€ et « trés petits en module devant Hy; et Hy,

Compte tenu de I'indépendance entre les signaux, l'intercorrélation entre 1’estimée et 1’obser-
vation s’écrit :

A~

Caini (r)=E {sf ) (TlthrT)*} = Hp; - Cs;5, (T) + - €% Cppy (1)

Cette fonction de la variable 7 est ici sous-échantillonnée d’un facteur 32. De ce fait en
calculant la TFD de l'intercorrélation on obtient le zoom fréquentiel de la contribution en
densité spectrale de I'estimée ¢ dans l’observation k. En négligeant I'influence du bruit cette

contribution s’écrit :
5Ty, (V) = Hl:z Ry, (V)
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7.5. Séparation des signaux dans un canal

Dans les figures ci-aprés nous représentons sur chaque capteur k£ le module de la contribution

en densité spectrale des trois sources estimées

Ry, (1/)‘ auxquelles nous superposons (en bleu
cyan) le zoom fréquentiel du mélange observé sur ce capteur. La raie modulée en fréquence

est tracée en bleu marine, la raie de fréquence F1 en vert et celle de fréquence F2 en rouge.
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FiG. 7.65: capteur L1
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FiGg. 7.71: capteur L2
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Fic. 7.72: capteur M2
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Remarquons tout d’abord que les projections des trois sources sur les capteurs Bl et B2
sont quasiment nulles. Ceci est cohérent avec le fait que ces capteurs sont totalement décorrélés
avec les autres.

Nous présentons aussi la cohérence entre chaque source estimée (en ordonnée) et les 14
capteurs (figure 7.77). On remarque bien que la source 2 (ici la raie modulée en fréquence) est
présente trés fortement sur ’ensemble 1 sauf pour les capteurs B1 et M1. Les cohérences sont
proches de 1. Les conclusions sont analogues sur les contributions précédemment calculées.
On la retrouve aussi sur la structure ou elle est mélangée & une autre source. La cohérence
est alors proche de 0.4. La source 2 n’est par contre pas présente sur ’ensemble 2 et nous
pouvons donc en conclure qu’elle a été engendrée par un réducteur de l’ensemble 1.

La source 1 (de fréquence F2) est présente sur ’ensemble 2 et la structure (T1), et fai-
blement sur I’ensemble 1 (R1). Il est probable qu’elle provient d’un élément de I’ensemble 2.
Elle est particuliérement forte sur le capteur L2 qui semble un capteur de référence pour cette
source. La cohérence est proche de 1. La source 3 (de fréquence F1) est présente fortement
sur la structure et sur le capteur R2 de I'’ensemble 2 et faiblement sur tous les capteurs de

I’ensemble 1. Elle pourrait avoir été engendrée par R2.
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Fic. 7.77: Cohérence entre les sources estimées et les capteurs

7.6 Conclusion

Dans cette partie nous avons validé, sur des signaux expérimentaux issus d’un banc de
machines tournantes, les hypothéses sur les signaux sources, les méthodes d’estimation du
nombre de sources et de séparation de sources présentées aux chapitres précédents. Nous
avons étudié les sources présentes dans les signaux par une analyse spectrale fine et validé le
modéle des sources par rapport aux hypothéses faites dans les chapitres précédents.

Une premiére analyse de l’ensemble des signaux (cohérence, estimation du nombre de
sources) nous a permis de choisir une bande de fréquence sur laquelle nous avons ensuite testé
les différentes étapes de notre technique de séparation. Nous avons montré le comportement
et la fiabilité des estimateurs du nombre de sources et des méthodes de séparation. Nous
avons fait ressortir 'importance du blanchiment des données par des Matrices Spectrales
Décalées lorsque les bruits ne sont pas spatialement blancs en comparant avec I’Analyse en
Composantes Principales. Pour finir, nous avons effectué la séparation totale des données dans
la bande de fréquence choisie sur tous les capteurs et I'interprétation possible de 'origine des
trois sources estimées. Dans toutes ces étapes, nous nous sommes focalisés sur le choix du
retard utilisé, la robustesse de la méthode vis-a-vis de ce retard et l'interprétation physique

des résultats.
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Conclusions et perspectives

L’objectif de ce travail était de montrer la faisabilité de la séparation de signaux vibratoires
de machines tournantes a partir de données issues d’un banc de test de la Direction Générale
pour I’Armement.

Les signaux vibratoires de machines tournantes possédent une composante déterministe
lice & la rotation et une composante aléatoire liée aux flux d’air circulant dans ces machines.
La composante déterministe, modélisée comme une somme de fréquences pures, a suscité
une discussion sur ’applicabilité des critéres statistiques usuels en séparation de signaux. Le
chapitre 1 s’est donc attaché a démontrer sous quelles conditions un couple de sinusoides
déterministes peut étre vu comme la réalisation d’un couple de variables aléatoires conjointe-
ment stationnaires, ergodiques et indépendantes. La composante aléatoire rayonnée vers tous
les capteurs nous a conduit a considérer les bruits comme spatialement cohérents. Une telle
hypothése avait déja été considérée en traitement d’antenne [BTGJ97], [Mar98| mais jamais
en séparation aveugle de sources.

Aux chapitres 2 et 3, une synthése des problémes de séparation de signaux et un tour
d’horizon des solutions existantes nous ont permis de constater que les algorithmes existants
ne permettaient pas de séparer un mélange convolutif d’'un nombre inconnu de sources en
présence de bruits spatialement corrélés.

Pour scinder ce probléme complexe en sous-problémes plus simples et pour prendre en
compte la forte dynamique spectrale des signaux vibratoires nous avons choisi d’opérer dans
le domaine fréquentiel. Nous devions alors séparer, dans chaque canal de fréquence, un mélange
instantané d’un nombre inconnu de sources en présence de bruits spatialement corrélés. Nous
avons a nouveau découpé le probléme en sous-problémes disjoints :

— P’estimation du nombre de sources,

— le blanchiment spatial du signal utile (obtention d’un mélange orthogonal bruité),

— la recherche d’une base représentant mieux les sources et maximisant le rapport signal

a bruit (sur chaque sortie une seule source est considérée comme un signal utile).

Pour s’affranchir des bruits spatialement corrélés nous avons fait ’hypothése réaliste que
leurs supports de corrélation sont limités. Nous avons alors introduit, au chapitre 4, les spectres
décalés qui se définissent comme l'interspectre d’un signal et du méme signal décalé temporel-
lement. En faisant appel & des matrices spectrales décalées au lieu des matrices de covariances
classiques nous avons mis en place de nouveaux estimateurs pour les trois étapes. Ces estima-

teurs fonctionnent aussi lorsque les bruits sont temporellement et spatialement blancs.
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En termes d’estimation du nombre de sources nous avons tiré parti de la Décomposition
en Valeurs Singuliéres des matrices spectrales décalées. En effet, celle-ci fournit des jeux de
vecteurs singuliers & droite et & gauche contenant deux bases distinctes du sous-espace signal.
Ceci a abouti & un premier estimateur du nombre de sources, minimisant une mesure de dis-
tance entre sous-espaces. Nous avons con¢u un second estimateur appliquant des opérations de
traitement d’image a la matrice des produits scalaires des vecteurs singuliers. Ces estimateurs
sont présentés au chapitre 6 ot des simulations illustrent leurs performances.

En terme de blanchiment spatial, il n’était pas possible d’utiliser directement une ma-
trice spectrale décalée & la place de la matrice de covariance de 1’Analyse en Composantes
Principales. En effet, les matrices spectrales décalées sont non hermitiennes non nécessaire-
ment définies positives. En revisitant I’Analyse en Composantes Principales, pour les sources
pseudo-périodiques, nous avons montré, au chapitre 5, que '’emploi de deux matrices spec-
trales décalées (de retard 7 et —27) permettait de reconstruire la matrice de covariance des
mélanges non bruités.

En terme de recherche d’une meilleure base nous avons montré, toujours au chapitre 5,
qu’une simple Décomposition en Valeurs Propres de la matrice spectrale décalée des observa-
tions blanchies permet de retrouver la matrice unitaire recherchée.

Au chapitre 7 nous avons pu vérifier sur les données expérimentales que malgré des écarts
constatés au modele (sources modulées en fréquences, non-linéarités), les estimateurs proposés
produisent des résultats fiables et qu’ils sont robustes au choix du décalage temporel. Sur ces
données, aprés un méme blanchiment, la recherche d’une meilleure base par notre méthode a
été aussi performante que par la méthode JADE utilisant des statistiques d’ordre supérieur.

Malgré ces résultats encourageants nous devons insister sur le cotit en calcul d’une sépa-
ration de signaux utilisant le modéle spectral. Il aurait été souhaitable de chiffrer ce cotit en
terme de nombre d’opérations et de le comparer aux méthodes existantes (dans le cadre de leur
applicabilité et a résultats comparables). Notons cependant que dans certaines applications
ou la bande spectrale utilisée est limitée (communication & Modulation de Phase, RADAR,
SONAR...) la mise en oeuvre de toutes les opérations en temps réel reste envisageable.

Nous ne sommes pas allés jusqu’au bout de la chaine des traitements. Aprés la séparation
dans chaque canal de fréquence, une estimation des permutations entre canaux est nécessaire.
Des solutions ont déja été apportées a ce probléme [Cap95]|. Il serait donc souhaitable de
réaliser la séparation de sources & toutes les fréquences et de faire la reconstruction de spectres.
On serait alors & méme de fournir une interprétation physique sur l'origine des signatures
vibratoires. En particulier il serait intéressant de restituer les contributions électriques (liées
aux champs) et les contributions mécaniques (liées aux balourds).

Il serait aussi intéressant de choisir un modeéle de sources un peu plus fin (sinusoides
a amplitude, fréquence et phase aléatoires) et utiliser une méthode paramétrique. Dans le
méme ordre d’idée, la cyclostationnarité propre & certains signaux vibratoires pourrait aussi
étre utilisée.

On peut aussi envisager d’étendre les décalages temporels aux SOS (multispectres décalés)
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pour pouvoir détecter et filtrer des signaux aléatoires non gaussiens & supports de corréla-
tion “connus” . De telles études pourraient peut étre trouver des applications dans d’autres

domaines que la séparation de signaux.
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Ce que vous avez lu est bien loin de la perfection car ...
“Il semble que la perfection soit atteinte non quand il n’y a plus rien & ajouter, mais quand il
n’y a plus rien a retrancher |...| quand il nous est livré un objet aussi naturel qu'un galet
”

poli par la mer ...

Antoine de Saint Exupéry, Terre des Hommes
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Annexe A

Annexes du chapitre 1

A.1 Ergodisme au sens strict d’une sinusoide & phase aléatoire

uniformément répartie sur [0, 27|

Soit le signal X (t,w) = Asin (27 f1t + ¢) a phase aléatoire ¢ (w) uniformément répar-
tie sur lintervalle [0,27[. Supposons qu'’il existe une fonction g & valeurs réelles telle que

E[|g(X (t,w)|] soit fini. Ceci revient a supposer qu’il existe un réel positif S tel que

+o0
/ lg (Asin (27 f1t +u))| - pg (u)du < 3

—00

Etant donné que pg (u) vaut % pour u € [0,2x[ et O ailleurs, I'inégalité s’écrit de fagon

équivalente

2w
/ g (Asin (27 f1t + u))|du < 270
0

En effectuant le changement de variable v = ﬁ et en notant Ty = %, on se rend compte

que la fonction g vérifie la relation (1.1) que nous utiliserons ultérieurement.

T
/0 g (Asin 20/, (v + )])| dv < T4 (L1)

Considérons une réalisation wq et calculons

. 1T
Viwo) = tim 7 g (X () ar

Quelle que soit la réalisation wy, comme X (%, wp) est périodique en ¢ de période T4, g(X (¢, wp))

est aussi périodique en ¢ de méme période. On a donc

VITeRILEN telque T=kTi+e et 0<e<T)

kT, T
Y (wp) = Tin}koo% [/0 g (X (t,wp)) dt + /kTI g (X (t,wo))dt
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k T, 1 k. Ti+e
Y(w) = lim ——r X (hwo))dt+ lim —— X (t,w0)) d
(wo) = dim T Te /0 (X (two))dt+ Tim ot /le 9(X (t,w0))

(1.2)

La valeur absolue de la seconde intégrale (sans la limite) est majorée par I'intégrale de la valeur
absolue sur un intervalle de longueur €, qui elle méme est majorée par la méme intégrale sur

une période entiére 17 :

k. Ti+e k. T1+e T
[ e (tawo))dt‘ < [Tl Geldrs [ (X Geoldr
kT kT, 0

On a vu que la fonction g est absolument sommable sur une période de X (¢,w). De ce fait

dans (1.2) la limite de la seconde intégrale tend vers zéro et 'on a :

1 M 1M _
Y(wo):—/ g(X (t,wp))dt = — g (Asin (2m f1t + ¢p)) d t
T1 0 Tl 0
ol ¢y = ¢ (wp). En faisant le changement de variable v =t + 2;’:3@1 on a

1 T1+to ¢0
Y (wg) = —/ g (Asin (2w fiu))du avec tg=
@)= [ g(asin@rsm) s
et g (Asin (27w fiu)) étant périodique de période T, l'intégrale sur une période est indépen-

dante de l'origine donc on a

1

Y(WO):T1

/T1 g (Asin (2w fiu)) du
0
Y (wo) est donc indépendant de la réalisation et correspond au terme constant de la dé-
composition en série de Fourier par rapport a ¢ de la fonction déterministe périodique
g (Asin (2 f1t + ¢p)) . Ce terme noté By est indépendant de la phase ¢y.

Démontrons maintenant que Y (wp) est aussi égale a la moyenne d’ensemble E [g (X (¢,w))].
Quelle que soit la réalisation du signal aléatoire, la fonction déterministe périodique

g (Asin (2mf1t + ¢p)) se décompose en série de Fourier par rapport a ¢ :

- 2mm

g(X (two)) =Bo+ Y B (go)e’ 7'
meL*
avec .
1 (h e,
B (¢o) = ?/ g (Asin (2 f1t + ¢p)) e o
1Jo

Pour chaque réalisation, les coefficients complexes B,, de la série de Fourier dépendent de la

phase a l'origine ¢y, sauf le coefficient By d’aprés la démonstration précédente. Notons que la
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sur [0, 2|

fonction g (X (t,wp)) étant réelle les coefficients complexes vérifient la symétrie hermitienne
B_., = BE,.

On peut définir une décomposition en série de Fourier similaire pour le signal aléatoire
g (X (t,w)), dans laquelle les coefficients B, sont des variables aléatoires fonction de la variable

¢.

9(X (L) =B+ Y Bu(g)e T
mezZ*

Nous cherchons & calculer la moyenne d’ensemble E [g (X (¢,w))] par rapport au paramétre
aléatoire ¢. On sait d’apres [Pic93, p.178] que X (¢,w) est stationnaire au sens strict, ce qui
implique que ¢ (X (t,w)) l'est aussi. En conséquence, E [g (X (t,w))] est indépendant de ¢,
quelque soit ¢. On en conclut, d’aprés la décomposition précédente que les termes E[B;, (¢)]

sont nuls pour m # 0. Donc, nécessairement
Elg (X (t,w))] = Bo =Y (wo)

Ceci démontre aussi l'existence de Y (wp) que 'on avait supposé initialement.

A.2 Ergodisme au sens strict d’un couple de sinusoides & phase

aléatoire uniformément répartie sur [0, 27|

Soient les signaux X; (t,w) = A;sin (2nfit + ¢;) (i =1,2) d’amplitudes A; et fréquences
fi déterministes et de phases ¢; aléatoires indépendantes et uniformément réparties sur ’'inter-

valle [0, 27[. Considérons une réalisation wy et faisons le changement de variable u = ¢ + 2?3&7

v=t+ f—’}k de sorte que g(X; (t,wp) , Xk (t,wp)) puisse se noter comme une fonction de deux
variables liées u et v. On peut aussi considérer I’ensemble des valeurs g(u,v) obtenues pour
toutes les valeurs possibles de u et v. Dans ce cas les variables ne sont plus considérées comme
lices. La fonction g(u,v) qui est périodique en u et en v, de périodes respectives T; et T,
admet une décomposition en série de Fourier par rapport a u, dans laquelle les coefficients

A, sont des fonctions de la variable v :

o L 2Tm
gluv)= 3, An(v)e H" (1.3)

m=—0oo

Nous allons utiliser cette expression de la Décomposition en Série de Fourier de g (u,v) pour
des valeurs particuliéres de u et v. Fixons maintenant la variable u ; g admet une décomposition
en série de Fourier par rapport a v. Les coefficients A,,(v) peuvent donc se réécrire de la

maniére suivante :

+00 jmv
An() = Y Ay’ ™", mel (1.4)

[=—00
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En remplagant Pexpression (1.4) dans la décomposition en série de Fourier (1.3) on obtient

une expression de g (u,v) valable quelques soient u et v :

- 2Tm 27l
g (Xl (t,wg) 7Xk (ta (“)0)) = AU,O + Z Z Al,mej Ti Ue] Tk !
m#0 1#£0

En particulier, pour u = ¢ + 2?12 etv=t+ Qﬁ’}k ona:

g (Xl (t,wg) ,Xk (t, u)o)) = AO,O + Z Z Al’mej27r(%(t+2i§,i)+%k (t+ 2?}19))
m#0 [#£0

Considérons maintenant

1

T
Vo) = tim [ () X (e dt, (i k) € (1.2)

1 [T (on(m i L 4
Y (wo) = Aop+ »_ Y lim T/o Al,meJ(Q (%47 ) tHmoition) 4,

T—+o00

m£0 1£0

La premiére condition pour que le signal bidimensionnel X (t,w) = A;sin(27f;t+ ¢;)
(i = 1,2) soit ergodique au sens strict est que la limite de la moyenne temporelle Y (wp)

soit indépendante de la réalisation wy, c’est & dire du couple de phases (¢;, ¢r). Or les termes

limg—s o0 & [T Apme’ (2n (g2 42 ) 4 (moi +161))

ponentielle complexe (de module borné) est véritablement fonction de ¢, soit 7 # —Tik. Ces

dt sont indépendants de (¢, @) lorsque 1'ex-

termes sont alors tous nuls et Y (wp) existe et est une constante égale a Ag .

Démontrons maintenant que la moyenne d’ensemble E[g (X; (t,w), Xk (t,w))] est aussi
égale a App. On peut définir une décomposition en série de Fourier similaire pour le signal
aléatoire g(X; (t,w), Xy (t,w)) :

91 (0) X (1) = Aag + 3 3 e (50) 5 (4280)
m#0 120

ou (¢, ¢x) est maintenant un couple de phases aléatoires. Comme les phases sont indé-
pendantes et uniformément réparties, la moyenne d’ensemble de chaque terme est nulle, sauf

pour le terme constant Agg.
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Annexes du chapitre 2

B.1 TFD d’une convolution linéaire

Nous montrons que la TFD de la filtrée linéaire d’un signal s (i) par le filtre h (i) n’est pas
exactement le produit des TFD de s et h. Outre 'effet de ’apodisation, un terme d’erreur
apparait.

Supposons que h (i) est la r.i. d’un filtre causal RIF a L coefficients :

-1
y(i) =Y h(l)s(i—1) (2.1)
1=0
L’apodisation de y (i) par une fonction ay (7) sur la tranche [¢,... ,t + N — 1] s’écrit :
z(t+k)=an (k)y(t+k) pour k€[0,... ,N —1] (2.2)
La TFD de z s’écrit :
N-1 ;
=0 z(t+k)e ?xk (2.3)
k=0
d’aprés (2.1) et (2.2) on a
N-1IL—-1 o
=0> > an(k)h(l)s(t+k—1)e > wF (2.4)
k=0 1=0

ay (k) étant reliée a sa TFD Ay (m) par :
N-1 _
an (k) =B ), Ay (m) e/ RF (2:5)

m=0

rappelons que les coefficients de la TFD et la TFDI sont reliés par :
Npo =1
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on a finalement :

| N1 L-1 N-1 o
X' =5 An(m)Y h()Y s(t+k—T)e > w
m=0 =0 k=0
1§ — = 1 =m]
Xt(f):ﬁ AN(m)Zh 672” lZs tdk—]) e 2my (kD)
m=0 1=0 k=0

ou [] désigne le modulo N :
[a] = a + bN avec b € Z tel que [a] € [0, N — 1]

en posant u = k — [ il vient :

1 N—-1 L—-1 (f—m] N—-1-1 (f—m]
- m I ) —m
=N E An (m) g h(l)e 927 g s(t4+u)e 2T N U
m=0 =0 u=-—1

La TFD X' (f) dépend de N + L échantillons du signal temporel. Remplagons la ij;_lf "0
par 3.0 04+ N0 = M4 (). Dans cette écriture le terme central correspond (au
coefficient 6 prés) a la TFD S* ([f —m]) de s sur la tranche temporelle débutant & I'indice
t. En supposant que L < N on peut remplacer ElL:_OI () par Zl]\;l (). On a ainsi fait
apparaitre Z%;é Ay (m) H ([f —m]) St ([f —m]) qui est une convolution circulaire notée ®,
et un terme d’erreur :

X' () = e An (D @ [H (1) 8" ()] +¢ (an f) (26)

avec

N—1 L—1 -1 N-1
1 [F—m],, [f—m] [f—m]
6(aN,f):N E An (m) E h (1) [E s(t+u)e 27 E s(t+u)e 27w ] —imey
=N—

u=-—I u l
(2.7)
1« — — S eml, et o Lf=m]
6(aN’f):ﬁZAN(m)Zh(l) [Zs(tqtu)e_f27T - Z s(t+u)e I w u]
m=0 =1 u=0 u=N
(2.8)

Remarque 1 :si L > N le terme d’erreur est un peu plus compliqué.

Remarque 2 : si s(t) est périodique de période N alors la Zu () est identique a la
Zi\fj ](,_1 () est lerreur est nulle.

Remarque 3 : La fenétre d’apodisation uniforme ay (t) = My (¢t — N/2) est celle qui
introduit le couplage le plus faible entre des fréquences distinctes puisqu’on a dans ce cas

AN (f) = NOS (f). Les relations (2.6) et (2.8) deviennent :
X*(f) = 5H (1) 8" () +< (an. f)
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et
L=l -1 L N .
e(an, [) =03 h(1) |D s (t4u)e 2w — 3 s (¢4 u) eI
=1 u=0 u=N

En choisissant ay (t) = My (t — N/2) et € = 1 on a finalement :

avec

e(an, f) = S R (1) [ S0 s (¢4 w) e 12m i - SSNHA g (4 gy mizniu] gzl

B.2 Statistiques d’Ordre Supérieur

B.2.1 Fonctions caractéristiques

Soit z une variable aléatoire réelle admettant une densité de probabilité p, (u) au sens
des fonctions ou au sens des distributions. Cette ddp est la dérivée premiére de la fonction de
répartition : d F, (u) = py (u) du. On définit la premiére fonction caractéristique @, (v) de la

variable aléatoire x comme la transformée de Fourier de sa ddp :
(I)I (’U) =K [ejw] = / ejvu dFI (U)
R

Cette fonction est continue en tout point par rapport a la variable v. Elle vaut 1 & lorigine

et 'on peut définir au voisinage de 0 la seconde fonction caractéristique ¥, (v) comme suit :
U, (v) =Ind, (v)

La fonction @, (v) étant a valeurs complexes, In désigne le logarithme népérien complexe
dont la définition est rappelée en B.2.11. Lorsque les fonctions caractéristiques admettent
un développement en série de Taylor, les coefficients obtenus définissent respectivement les
moments et les cumulants de z. Les cumulants d’ordre r s’expriment & 1’aide des moments
d’ordre inférieur ou égal & r. Insistons sur le fait que les moments et les cumulants ne sont
pas définis pour toutes les lois de probabilité. Cette remarque est importante puisque dans la
pratique on estime souvent des moments et des cumulants par des moyennes empiriques, mais
on oublie parfois que la stationnarité et 'ergodisme ne suffisent pas a légitimer les moments

ou les cumulants obtenus sur une réalisation des signaux.
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B.2.2 Définition des moments et cumulants
Premiére fonction caractéristique

En introduisant dans I’écriture de la premiére fonction caractéristique, le développement

. . k
en série entiere (DSE) de I’exponentielle complexe au voisinage de 0 : /% = 2':0?] U 1;:,‘,) , on

obtient ’expression de ®, en fonction des moments :

400 Uk
®, (v) = ];jkﬁ E [xk]

La fonctionnelle @, (v) admet un développement en série de Taylor au voisinage de v =0 :

too i k
vF 98D, (v)
®, (U) = Z y : 8;’6

Par identification au voisinage de v = 0 on a ’expression des moments :
r 37"<1>I (U)

poy ) = Bla'] = ()" 5|

Seconde fonction caractéristique

Etant donné que ®,(0) = 1 et que ®,(u) est différentiable au voisinage de u = 0, la

seconde fonction caractéristique est définie par :

U, (v) =Ind, (v)

De méme W, (v) est continue et différentiable au voisinage de v = 0. On définit alors les

cumulants comme suit :

Km[z] = Cum|z x —(—')Tw (2.9)
(r) - yeee s L =7] " - -
v -
Variables aléatoires multidimensionnelles
Soit x =[z1,... ,xn]Tun vecteur aléatoire réel de dimension n. On définit la premiére
fonction caractéristique de x par :
Dy (u) = B[/ ] (2.10)

En développant I’exponentielle en série entiére et ®@x(u) en série de Taylor au voisinage de

u = 0 on obtient, par identification, ’expression des moments d’ordre r de x :
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f(ry [X] =E [z} ... alr] = (—j)" % avec i1+ ...+i,=r  (2.11)
Udy - .. OUG | y—o
Pour un vecteur aléatoire, la notation p ) [x] est imprécise car elle désigne n’importe quel
moment d’ordre r obtenu & partir d’'un jeu d’entiers vérifiant 71 + ... 4+ 4, = r. L’écriture
E [xflll Cas xfl’; ] présente ’avantage de faire disparaitre les composantes du vecteur x qui sont
élevées & la puissance 0. Elle est suffisament compacte pour pouvoir manipuler symboliquement
tous les moments d’ordre r du vecteur aléatoire x. Il n’en n’est pas de méme pour les cumulants
ou la notation “puissance” doit étre utilisée & bon escient.
Etant donné que ®4(0) = 1 et que Px(u) est différentiable au voisinage de u =0, on

définit alors la seconde fonction caractéristique par :

Uy(u) = InPy(u) (2.12)

De méme Uy (u) est continue et différentiable au voisinage de 0. On définit alors les

cumulants d’ordre r de x comme suit :

_ " Uy (u . .
Cum [Zg,y... yZayyev yTapyer- 1 Za, | = (—7)" Zlix()zn avec i1 +...+i,=r
\ ~ ~ ~~ - 0ug, ... 0ud, ly—o
21 in
(2.13)
= ffgl, oo ALy lny e e 5 Op x] = K(r) x] (2.14)

it in
Comme pour les moments, la notation r) [x] est imprécise car elle désigne n’importe quel
cumulant d’ordre r obtenu & partir d’'un jeu d’entiers vérifiant 71 + ...+ 7,, = r. Insistons sur
le fait que Cum [z, z, z] est distinct de Cum [3:3] ce qui explique la lourdeur de la notation.
En effet :
— pour obtenir Cum [z, z, 2] on dérive une fois par rapport a chaque variable de la fonction
caractéristique résultant de la ddp conjointe de [z, z, x]T,
— pour Cum [3:3] on dérive une fois par rapport a la variable de la fonction caractéristique
résultant de la ddp de z3.
Il est possible de choisir une écriture plus compacte
"Wy (u
o i) et in) (K] = (=) H e D=

Malheureusement on ne rencontre pas cette notation dans la littérature.

B.2.3 Relation entre moments et cumulants.

Formule de Léonov et Shiryayev a l’ordre r :

Cum[xl,...,wr]:Z(—l)k_l(k—l)!E Hwil -E Hxi? B lek

k 11 EVL 12€Va 1, EVE
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ou Vi,...,Vj sont des sous-ensembles disjoints formant une partition de {1,2,... ,r}. La
somme est calculée sur I’ensemble des partitions possibles & k sous-ensembles, 1 < k < r.

Donnons 'exemple du calcul de Cum [z, z2, 3] :

{(1,2,3)} - k—-1=0
{(1),23)}) — k-1=1
{2),1,3)} — k-1=1
{3),(1,2y — k-1=1
{(1,2),03)) = k-1=2

et ’on obtient :
Cum [z1,x2, 3] = E [z12223] — [3]| E[21] E [z223] + 2 E [21] E [22] E [23]
Pour des variables centrées, les cumulants ont une écriture simple jusqu’a ’ordre 4 :

Cum[z1, z2] = Elz122]
Cum[z1, z2, z3] = E[z12923]

Cum|zy,x9, x3, x4] = E[r1292374] — Elr122) E[2324] — E[1123] E[1224] — E[T124] E[T223]

B.2.4 Multilinéarité

Soient A € R" et aw € R".

— Multilinéarité des moments :

E[(Mz) ... (Aazi)] = A1 ... A\ B[zl ... 2] (2.15)

n

— Multilinéarité des cumulants :

Cum|(c; + Mz), ... (@ + Apzi®)] = A ... A, Cumlzl ... in] (2.16)

n

Contrairement aux moments, cette écriture signifie que les variables aléatoires sont les
(o, + Ap)t) d’une part et les z)* d’autre part. Le cumulant est obtenu en dérivant 1
fois par rapport & chacune des n variables de la seconde fonction caractéristique. En

posant yp = xf,c’f la multilinéarité s’écrit tout simplement :
Cum[(a1 + Ay1)y -, (@ + A\yn)] = A1 ... A Cum|yy, . .., yp] (2.17)

— Conséquence de la Multilinéarité des cumulants :

y=Ax &y = Z Ajqrq = Cum (y;, ?J]ayk Z Z Z AzaA]bAkc Cum (4, zp, z.)

a

et par exemple :

Cum (az + by, cx + dy, z) = ac Cum (z, z, z) + (ad + bc) Cum (x,y, z) + bd Cum (y, y, 2)
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B.2.5 Moments et cumulants de variables aléatoires indépendantes

— Cas des moments :

Soient x et y deux vecteurs aléatoires indépendants constitués respectivement de n et

p éléments. Les moments du vecteur z = [xT,yT]T obtenu par concaténation de x et y
vérifient :
E zfl z;’f;} :E[xfl x%”]E [yfnﬂ .....yzi)"ﬂ]

Ces propriétés se déduisant directement de la définition des moments.

— Cas des cumulants :

Soient x et y deux vecteurs aléatoires indépendants constitués respectivement de n et
p éléments. Les cumulants du vecteur z = [XT,yT]T obtenu par concaténation de x et y

vérifient :

H/(alail)rna(anain)a(blain+1)7"-a(bpain+p) [Z] = 0

et lorsque n = p :

Ky X+ Y] = Ky [X] + 60y [Y]

Démonstration :

Soient x et y deux vecteurs aléatoires complexes ou réels indépendants, de ddp respectives
px (u) et py (v). Le vecteur z = [xT,yT]T obtenu par concaténation de x et y a pour ddp
Pz (U, V) = px (u) py (V). Sa premiére fonction caractéristique se calcule a I'aide d’intégrales

séparables d’ott @, (u,v) = O« (u) Py (v) et donc la seconde fonction caractéristique vaut :
Uy (u,v) = Uy (u) + Ty (v)

Les cumulants d’ordre r = i1 + ... + 4,4, de z s’écrivent :

"W, (u,v)

dug, ... dugy, Qv ™ ... (%bZ“’

K:(ahil):---7(an’in)’(b1;in+l);---’(bp’in+13) [Z] = (_])T
u=0,v=0
0" (u)

dug ... dugy, Qv ... (%bZ“’

u=0,v=0
T 9" Uy (v)

dugl ... Qugy, Qv ™ ... Ov," ™"
P u=0,v=0

Si on a simultanément n # 0 et p # 0 alors,

B (1511 )seees(msin )o(BL it )y s(bpsin) 2] = O

165



CHAPITRE B. Annezxes du chapitre 2

car on dérive Wy (u) par rapport a v et Wy (v) par rapport a u. Les seuls cumulants d’ordre
r non nuls sont ceux qui ne font intervenir que des x; ou que des y;, d’o la propriété de

sommation valable lorsque n = p :

Ky X +y] = Ky [X] + 8¢y [¥]

En effet, comme @y y(u) = [/ W) o (v,w)dvdw en raison de I'indépendance des
vecteurs aléatoires on obtient @iy (1) = @« (u) Py (u) et Uxyy (u) = Uy (u) + ¥y, (u) et la
suite de la démonstration est identique.

B.2.6 Cumulants des variables aléatoires gaussiennes

Les cumulants d’ordre supérieur ou égal & 3 d’'un vecteur gaussien sont nuls.

B.2.7 Invariance par translation

Considérons un vecteur aléatoire complexe x (les cumulants de v.a. complexes sont définis
au paragraphe suivant) et un vecteur déterministe t de méme dimension. Le vecteur y obtenu

par translation y = x 4+ t vérifie :

Dy (u) =E [ej Re["+“+t+“]] — I Re[tT g (u)

Uy (u) =jRe [t+u] + Uy (u)

— Les cumulants obtenus par dérivation de Wy, ne sont pas affectés par la translation
déterministe, sauf le cumulant d’ordre 1.

— Les moments obtenus par dérivation de ®,, sont affectés par la translation déterministe.

B.2.8 Moments et cumulants de variables aléatoires a valeurs complexes
Définitions

Considérons le vecteur aléatoire z et le vecteur déterministe u, tous deux a valeurs com-

plexes et de dimensions N x 1. Leur produit scalaire est donné par :

T_ij
T

_ ; + =
Z=X+Jy — z© =X T }_>z+u:(XTV+yTW)+j(XTW_yTv)

u=v+jw — ut =v! —jw

Pour des vecteurs complexes on a utz=(ztu)'donc ztu+utz = 2Re{ztu} =
2 (xTv + yTw) d’otu les deux écritures de la premiére fonction caractéristique, selon que 1’on

considére le vecteur aléatoire z comme un couple de vecteurs aléatoires réels :

@Z (u) = E [ej(xTV+yTw)i| — /R2N ej(aTv+bTW)px,y (a’ b) dadb
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ou comme un vecteur aléatoire complexe & part entiére :

- z+u+u+z - t+u+u+t
<I>z,z* (11, u*) =E [e]( 2 )] :/ e]( 2 )pz,z* (t,t*)dtdt*
R

2N

En retenant la 2éme écriture, la seconde fonction caractéristique est :
U,z (u,u”) = In [Py 4+ (u,u”)]

Les moments et les cumulants s’obtiennent par dérivation d’une fonction complexe de la

(@)

variable complexe. On note s ) [z] le cumulant obtenu en dérivant p fois sur u et ¢ fois sur

u®.

B.2.9 Standardisation

Soit x le vecteur aléatoire & N composantes, de moyenne 41y [x] et de matrice de covariance

C définie par :
C=E|(x -y ) (x = gy b)) '] = vAU*
La variable standardisée est :
x =AU (x = pgy [x])
Elle vérifie :
E[xx"] =1y

Remarque 1. En séparation de sources, dans le cas non bruité, [’opération préalable de blan-
chiment fournit des variables standardisées. En présence de bruit seule la partie utile du signal

est standardisée.

B.2.10 Circularité

Théoréme 1. Soit z un vecteur aléatoire complexe dont les moments existent a tous les

ordres. Le vecteur z est circulaire si et seulement si :

V(p,q), NEZ;[Z]:E H ! H xzb’“ =0 pour p # q
Slai=p Y br=g

Corollaire 1. @, (u), ¥, (u) et p, (u) s’expriment uniquement en fonction de uut. En effet
, b D q ,
le DSE de ®, (u) ou de p, (u) = px,y (V, W) par rapport a toutes les variables ne fait intervenir
Ez; [z] qui sont les coefficients des
Mo 10w

> ai=p > bp=p

que des moments du type
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Remarque 2. On voit dans l’exemple ci dessous que uu™ décrit tous les produits symétriques

d’ordre 2 et (uut)" idem pour les produits d’ordre n :

+

e
u=| uy u2 —uu’ =

ufus  |us|?

n—1
(uu"’)2 = (|u1|2 + |UQ|2> uut — (uut)” = <|u1|2 + |U2|2) uu’

B.2.11 Logarithme népérien d’une variable complexe

La premiere fonction caractéristique ®, (v) étant une fonction complexe, il est sous-
entendu qu’on utilise le logarithme népérien complexe pour définir la seconde fonction carac-
téristique W, (v). Le logarithme népérien complexe étant une fonction multiforme (plusieurs

formes possibles), il faut en choisir une en réalisant une coupure (choix de 6.). Exemple :

In(z) =u=a+jbs z=e"=e"

. -1
z = |z|679:> a = In(|z]) = In(z) =In(|z]) + 50
b=0, 6 € 6,0, + 2]
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Annexe C

Annexes du chapitre 4

C.1 Module du spectre décalé estimé en fonction de 7

C.1.1 Etude théorique

Reprenons la somme de sinusoides du paragraphe (4.4). On suppose que les composantes
1 & vi sont vues au canal fy de la TFD et que le couplage entre les fréquences négatives et
positives est négligeable! on obtient d’aprés (4.7) (4.10) et (4.12) :

Jfo _
B[R (f0)] = 3 4. %(0)'“) iz

k=1

Le module du spectre en fonction de 7 est donné par :

2 = |zi| €%

o ()
" Ray(0)

¢k = —27TVkT

K
D>

k=1

o[ ] -

avec 21| =

soit

‘E[I/%Z(fg)”: Z|zk| +22 Z Re (22,

=1 m=Il+1

qui s’écrit aussi

‘E [ fo)” = Z |zk| +2 Z Z |21] | 2m]| cos [27 (1) — vp) 7] (3.1)

=1 m=Il+1

Le module du spectre est donc sujet a des battements en fonction de 7. Faisons deux remarques

importantes concernant ces battements :

!Ce couplage est induit par la convolution avec Ray (N).
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1. En absence de bruit (ou pour 7 > N + 73,), le maximum des battements correspond a la

dsp du signal utile :

Jmax (|E (B (f0)]|) = Z|zk| 23S e = E R (/0)]

=1 m=Il+1

2. Pour une apodisation uniforme on peut majorer? I’écart entre deux composantes fré-
quentielles vues au méme canal numérique : | — v | < % De ce fait les battements
du spectre décalé ont une période supérieure & N. Cette remarque peut étre avantageu-

sement utilisée pour ’étude de signaux réels.

C.1.2 Simulations

— Cas d’une sinusoide noyée dans du bruit blanc gaussien : Il s’agit de la situation
décrite par les figures 4.2, 4.3 et 4.4 pour lesquelles 7, = 1. On présente le module des
spectres décalés en fonction de 7 dans le canal le plus proche de la sinusoide (fréquence
réduite 1 = 0.0994 , canal de fréquence centrale f;/N = 0.0938). La puissance du
bruit est choisie de telle sorte qu’au canal f; le RSB soit fixé successivement & —10 dB
(figure C.1), 0 dB (figure C.2) et 10 dB (figure C.3). La taille des tranches de TFD est
N = 64, le pas de glissement, qui est aussi 'incrément du retard 7 est L = 4. Les retards
successifs sont pris dans U'intervalle [0,4N]. Les moyennes empiriques sont calculées sur
5000 tranches (environ 20000 échantillons). La barre verticale schématise la position du
retard 7o = N + 7, & partir de laquelle la recherche du maximum est effectuée pour
la mesure du RSB (voir paragraphe suivant). On observe que pour un retard supérieur
a 19 le module du spectre décalé est plat. La valeur du RSB imposé et celle du RSB
mesuré, toutes deux indiquées sur les figures, illustrent 1’efficacité de la méthode.

— Cas d’une somme de deux sinusoides noyées dans du bruit uniforme non
blanc : Il s’agit de la situation décrite par les figures 4.5, 4.6 et 4.7, pour lesquelles la

~ 557 04 = 25 échantillons. On

présente le module des spectres décalés en fonction de 7 dans le canal contenant les deux

bande du bruit en fréquence réduite est [0.08,0.12] donc 7, >~

sinusoides (fréquences réduites v; = 0.0964 et v5 = 0.0918, canal de fréquence centrale
fi/N = 0.0938). La puissance du bruit est choisie de telle sorte qu’au canal f; le RSB
soit fixé successivement a —10 dB (figure C.4), 0 dB (figure C.5) et 10 dB (figure C.6).
La taille des tranches de TFD est N = 64, le pas de glissement est L = 8. Les retards
successifs sont pris dans U'intervalle [0,4N]. Les moyennes empiriques sont calculées sur
5000 tranches (environ 40000 échantillons). On observe que pour un retard supérieur a
7o = N + 73 le module du spectre décalé posséde un battement faible malgré le facteur
de sous-échantillonnage de 8.

— Cas d’un bruit uniforme non blanc en absence de signal utile : la situation

décrite par la figure est semblable a la précédente mais le signal utile a été supprimé.

2Les tables des fenétres quadratiques (méthode du périodogramme moyenné) indiquent que la bande a 3dB

de la fenétre naturelle est inclue dans [—ﬁ, ﬁ]
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C.1. Module du spectre décalé estimé en fonction de T

Retard choisi : T=N + 12
15} RSB estimé : —-8.38 i
Kurtosis estimé : 0.05

e 1 A
14
0.5r 1
_\—/\_—
0 - .
0 50 100 150 200 250 300

retard T (en échantillons)

Fic. C.1: Un bruit blanc gaussien, une sinusoide, RSB imposé —10 dB.

Retard choisi: 1=N + 12
15F RSB estimé : 0.37 i
Kurtosis estimé : —0.23
[ 1r 7
o
05} i
or i
0 50 100 150 200 250 300

retard 1 (en échantillons)

Fi1c. C.2: Un bruit blanc gaussien, une sinusoide, RSB imposé 0 dB.

Retard choisi : T=N + 12
15F RSB estimé : 10.17 i
Kurtosis estimé : —0.83
= 1 1
o
0.5 .
0 - 4
0 50 100 150 200 250 300

retard T (en échantillons)

Fic. C.3: Un bruit blanc gaussien, une sinusoide, RSB imposé 10 dB.
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Retard choisi:t=N+8
RSB estimé : -10.71
Kurtosis estimé : 0.07

0 50 100 150 200 250
retard T (en échantillons)

Fic. C.4: Un bruit non blanc uniforme, deux sinusoides, RSB imposé —10 dB.

Sf Retard choisi:T=N+8 7
al RSB estimé : -0.41 |
Kurtosis estimé : =0.12
— 3 B T
= X
o
2 - .
l - _
\\///_—\
O - _
0 50 100 150 200 250

retard 1 (en échantillons)

Fic. C.5: Un bruit non blanc uniforme, deux sinusoides, RSB imposé 0 dB.

S Retard choisi:T=N+8 1
Al RSB estimé : 9.83 |
Kurtosis estimé : -0.41
— 3 B T
= X
o
2 - .
1 - .
_\\_///—\
O - .
0 50 100 150 200 250

retard T (en échantillons)

Fi1c. C.6: Un bruit non blanc uniforme, deux sinusoides, RSB imposé 10 dB.
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C.2. Un estimateur du RSB pour les données expérimentales

La puissance du bruit est la méme qu’a la figure C.4. Les figures sont trés ressemblantes

et ’on ne saurait dire a priori quelle est celle ou le signal utile est absent.

Retard choisi: 1= N + 32
RSB estimé : -12.79
Kurtosis estimé : 0.12

0 50 100 150 200 250
retard 1 (en échantillons)

Fic. C.7: Un bruit non blanc uniforme, aucune source.

C.2 Un estimateur du RSB pour les données expérimentales

Le spectre décalé permet de mesurer le RSB dans un canal de fréquence, pour un mélange
inconnu d’un nombre inconnu de sinusoides et de bruits. On suppose que le choix de g = N+7;
(barre verticale sur les figures ci-dessus) est tel que les valeurs de 7 supérieures a 7y limitent
fortement 'influence du bruit. En supposant que le biais de I’estimateur est faible le maximum
du module du spectre décalé, pour 7 > 79, correspond au spectre du mélange non bruité. Nous

en dérivons une méthode de mesure du RSB en trois étapes :

1. Estimation de la dsp du signal utile :

R, (fO) = ’rg]l\?}-i}—(’rb

B[R (50|

2. Estimation de la dsp du bruit : En notant E?; (fo) Destimée du spectre au retard

nul avec le coefficient de calibration A = —y—1—-—— on a :

1=——n+1 Cay (1)

Ry (fo) = RO, (fo) — Res (fo)

3. Mesure du RSB :

RSB (fo) = 101ogg <%—8ﬁ°;)
bb 0

Remarque : pour la séparation de sources il serait possible de retrouver la matrice spec-

trale des mélanges non bruités en effectuant cette recherche de maximum sur chacun des
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capteurs, mais cette technique qui nécessiterait le calcul des spectres décalés a tous les re-
tards pour tous les capteurs et dans tous les canaux serait bien plus cotiteuse que celle que
nous avons développé et qui utilise seulement deux retards. La méthode que nous indiquons
ici permet simplement de sonder le niveau de bruit dans un canal bien choisi et de nous guider
lors du choix de la résolution N de sorte que les canaux soient suffisamment étroits pour ne

pas intégrer trop de bruit.

C.3 Caractéres non nécessairement hermitien et défini positif

des Matrices Spectrales Décalées

Soit R, la Matrice Spectrale Décalée du signal vectoriel r (¢) au canal fréquentiel f et au
retard 7. Remarquons que ’on peut écrire cette matrice sous la forme
A =R]. =H/H"' (3.2)
dans laquelle H, de taille n X ¢, est de rang plein dans les colonnes et 6 =diag (ejel, Y 96).
Aj = HyHye"
l
On vérifie directement que, dans le cas général, la matrice R}, n’est pas hermitienne, en

constatant que
Api # Al

Rappelons qu'une matrice A est définie positive ssi xTAx > 0, pour tout x non nul. L’ex-

pression du terme général de A donnée précédemment permet aussi d’écrire

y = Ax — Yi = ZZHilH])gklejglxk
k1

Ky = SN Halty
i k l

x"Rpx =) (Z H;glxk> <Z Hyaj ) e/’
[ k 9

(. A ”
~ ~

2 2/

On aboutit finalement & un résultat qui montre que selon les termes de phase de 8, la matrice

R}, n’est pas nécessairement définie positive :

xTRIx = Z |2|? 7%
!

En revanche dans le cas d’'une matrice spectrale symétrique, 6 est remplacée par la matrice

identité et 'on a un résultat toujours positif ou nul :

x+R;rX = Z |zl|2
l
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Annexes du chapitre 5

D.1 Choix des paramétres du séparateur

D.1.1 Introduction

Les deux paramétres essentiels de notre méthode sont la taille N des tranches de TFD et
le retard 7y pour le calcul des spectres décalés. Le choix de N fixe la résolution fréquentielle
(% en fréquence réduite) en entrée du séparateur. Pour des sources a spectre de raies, cette
résolution influe sur le nombre ¢ (f, N) de sources présentes dans chaque canal numérique
ainsi que sur le RSB et sur la qualité du mélange. Le bon choix de N dépend du contenu
fréquentiel des signaux et du nombre de capteurs disponibles.

Nous effectuons le choix de 7 par I’étude du module du spectre décalé en fonction de 7.
Ce choix n’est valide que si les bruits sont & corrélation limitée et les sources sont des sommes
de fréquences pures. Pour pouvoir confirmer ces hypothéses il faut que la résolution fréquen-
tielle soit bien choisie. Les deux paramétres sont donc liés et seront choisis simultanément en

utilisant les critéres exposés au paragraphe suivant.

D.1.2 Critéres utilisés

1. Coiit en calcul : Compte tenu du nombre d’opérations a effectuer dans chaque canal de
fréquence on cherche a réaliser la séparation avec la résolution la plus grossiére possible.
On procéde & une validation de N par valeurs décroissantes. Pour cela on choisit une
fréquence test et 'on étudie, a chaque résolution, le canal numérique le plus proche de

cette fréquence. Ce canal numérique est dénommé canal test.

2. Conditionnement du mélange : Le conditionnement d’une matrice H est défini par :
cond (H) = |H|| HH#H

oil ||-|| désigne n’importe quelle norme matricielle et H# la pseudo-inverse de H. Lorsque

I’on choisit la norme 2 le conditionnement correspond au rapport de la valeur singuliére
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la plus forte & sa valeur singuliére la plus faible :

Amax (H)
)\min (H)

Une matrice est bien conditionnée si ce nombre est proche de 1. Lorsqu’elle n’est pas

cond (H) =

de rang plein alors Apin (H) = 0 et cond (H) = +oo. La matrice H qui nous inté-
resse est la matrice de mélange au canal f aprés normalisation des sources. Elle est de
taille n x ¢ (f, N) avec ¢ (f, N) < n. L’estimation du nombre de sources et la séparation
sont d’autant plus efficaces que le mélange est bien conditionné. Dans la pratique il
est difficile de prouver que les observations sont bien conditionnées. En revanche cer-
tains mélanges mal conditionnés peuvent étre détectés a ’aide des cohérences entre les

capteurs. Rappelons que la cohérence au canal f entre r; (t) et 7y (¢) est définie par

_ Rrirk (f)
\/Rriri (f) ) Rrkrk (f)

et qu’elle vérifie la relation suivante :

or (=1 & i (f)=a(f) rp(f)

Dans le cas qui nous intéresse r} et rl s’expriment (relations 4.1 et 4.2) comme un

Priry (f)

mélange de sources sf, et de bruits bfl centrés et deux a deux indépendants.

C(f,N) np

rl= 3" Hpsh+ Y Gy, (4.1)
p=1 g=1
C(f,N) np

ri = Hk][,s;fJ + Z qubz (4.2)
p=1 g=1

Lorsque 7} et rltc sont fortement cohérents alors on est dans I'une des situations suivantes :

a. Hj, ~a-Hp,pourp=1...c(f,N) et le niveau de bruit est treés faible sur ces capteurs,
b. Gi; ~a-Gpy pour ¢ =1...np et le niveau de signal est trés faible sur ces capteurs,

c. rj~a-retleniveau du signal et du bruit sont comparables.

Dans les situations a. et c. I’existence d’une combinaison linéaire entre deux lignes de H
dégrade le conditionnement du mélange. On supprime 'un des deux capteurs. On réitére
Popération jusqu’a obtenir un ensemble R (f, N) de ngq (f, N) capteurs faiblement cohé-
rents. Dans le cas b. 'existence de deux observations trés perturbées par le bruit ou treés
peu énergétiques peut aussi étre assimilée & un mauvais conditionnement du mélange.
Le fait de retirer le capteur r; par exemple a tendance & améliorer le conditionnement.
Pour pouvoir caractériser de facon quantitative ce que 1’on entend par fortement co-
hérent ou faiblement cohérent il faut choisir un seuil de cohérence, noté Cpax. Si au
canal numérique traité la cohérence entre deux capteurs dépasse le seuil, I'une des deux
observations n’est pas utilisée. On retire en priorité les capteurs qui ont le plus grand

nombre de relations de cohérence.
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3. Choix du retard : Le retard 79 (1o = N + 7, ) doit étre choisi préalablement &
I’estimation du nombre de sources. Pour faire ce choix on estime le spectre décalé des
ng (f, N) capteurs en faisant varier 7 de 0 & 4N par exemple. On représente sur une
méme figure le module des spectres décalés en fonction de 7, au canal test. Ces courbes
doivent étre décroissantes pour traduire une perte de puissance du bruit. Il existe une
valeur 7y de 7 & partir de laquelle le module de tous les spectres décalés se “stabilise”
pour traduire la conservation de la puissance des sources. Ce choix de 7y sera conservé

pour toutes les résolutions.

4. Nombre de sources par canal : Dans chaque canal de fréquence le nombre de sources
c(f,N) est estimé a partir des ng (f, N) capteurs disponibles. En contexte fortement
bruité il est souhaitable de choisir une résolution suffisamment fine pour que ¢ (f, N)
soit petit devant ng (f, N) afin de disposer de références bruit pour I'étape de réduction
de bruit.

5. RSB en entrée du séparateur : plus les canaux sont larges (N faible) plus ils intégrent
de bruit. Etant donné que les signaux utiles sont a spectres de raies, plus N est faible
plus le RSB est mauvais, sauf lorsque le changement de résolution intégre des sources
puissantes dans le canal considéré. Nous disposons d’un outil pour mesurer le RSB.
Ceci permet de choisir une résolution telle que le RSB mesuré au canal test sur tous
les capteurs soit supérieur & un seuil noté RSBpi,. On considérera que les conditions
sont semblables dans les autres canaux. Pour bénéficier des performances optimales du

séparateur il est conseillé de ne pas descendre en dessous de RS B, = 0dB.

6. Kurtosis spectral : Notons f(: (f,N) lestimée du kurtosis spectral de l'observation
r; au canal f. Dans la pratique le bruit est gaussien ou rendu gaussien par le calcul de
la TFD. De ce fait chaque canal f tel que ¢(f, N) = 1 doit vérifier I/(r\l (f,N) = -1
pour i = 1,...,ng(f,N). On tolére une erreur A (en valeur absolue) sur 'estimée
du Kurtosis. Si le kurtosis de 'un des capteurs sort de la plage [-1 — Ag; —1 + Ag] la

valeur actuelle de N ne peut pas étre retenue. On choisira la précédente.

D.1.3 Algorithme utilisé

La méthode que nous proposons est un exemple de stratégie pour le choix de N et 7. Elle
ne saurait remplacer I’expérience de 'utilisateur et/ou une connaissance plus fine des signaux

traités.

1. Choisir les paramétres arbitraires :

— T : nombre d’échantillons traités (durée d’intégration);

— Mpin : nombre minimal de tranches glissantes pour les estimateurs spectraux ;

— R : taux de recouvrement des tranches : R = % < L= N(1-R)ou L désigne le
pas de glissement entre les tranches successives. Le choix optimal vis-a-vis du cotit en

calcul et de la variance des estimateurs spectraux est R = 50% ;
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N ot

11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.

18.

— ap (t) : fenétre d’apodisatisation. On préférera la fenétre uniforme qui nécessite la
résolution la moins fine pour localiser des fréquences pures;

— Chax @ cohérence maximale tolérée entre capteurs dans un canal (0.8 par exemple).

— Ak : écart absolu toléré sur le kurtosis d’une source (0.2 par exemple) ;

~ RSBmin : RSB minimal toléré dans le canal test (0 dB par exemple).

. Réaliser le centrage du signal sur ’ensemble des échantillons qui vont étre réellement

utilisés (et non sur I’ensemble des échantillons existants).

. Initialiser N = Npax 00 Npax st choisi de telle sorte que ’on puisse calculer le spectre

décalé au retard 4N :

Entl1 T
T>N+ (Mpn—1) (1= R)N +4N = Npoy =2 (°g2 {5<Mmin—1>(1—R>D

ou Ent désigne la partie entiére.

Calculer les TEFD glissantes des n capteurs.

Calculer les kurtosis spectraux f(; (f,N) pour i € [1,N] et f € [0,N/2].
Calculer et afficher sur une méme figure les dsp des capteurs pour f € [0, N/2].

Sur cette figure marquer les canaux f tels que Vi € [1, N], —1—Ag < I/(; (f,N) <
—1+ AK

La variable NbCanDisp compte les canaux qui vérifie la condition (7) :
(a) si NbCanDisp=0 choisir pour fj le canal qui a le Kurtosis le plus faible;
(b) si NbCanDisp=1 le canal désigné est le canal test fq;

(c) Sinon laisser 'utilisateur choisir fy parmi les canaux marqués.

. Calculer 'ensemble des cohérences inter-capteurs Cy,,, (fo, N), Vi, k€ [1,N].
10.

A Taide du seuil Ciax, sélectionner le jeu R (fo, N) des ng (fo, N) capteurs faiblement

cohérents.
Calculer le spectre décalé des ng (fo, N) capteurs pour 7 € [0,4N].
Afficher sur une méme figure leurs modules en fonction de 7.

L’utilisateur détermine graphiquement le retard mp tel que
T>T) = ‘R;l (f[),N)‘ ~ cte pour i = 1,ng (fo, N)

Mesurer le RSB sur chacun des capteurs : @ (fo,N).
Sidi e R(f,N) tel que m (fo, N) < RSBpin passer a l'étape (24).
Calculer ¢ (fo, N) al’aide de 1 et des ng (fo, N) capteurs faiblement cohérents.

SivVie R(f,N), -1 - Ak < f(r\i(fO,N) < —1 + Ak mais que ¢(f, N) > 1 passer a
Pétape (24).
Si €(fo, N) = n passer a l'étape (24).
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19. Si ¢(fo, N) =0 alors : si NbCanDisp> 1 retourner a I’é¢tape (9) sinon passer a 1’étape
(28).

20. Changement de résolution : N/2 — N.

21. Pour cette résolution trouver le canal fj le plus proche de la fréquence test.

22. Calculer f(: (fo, N) pour i € [1, N].

23. Retourner a l'étape (9).

24. La résolution d’entrée du séparateur est atteinte : si N < Npax alors 2N — N sinon on
conserve la résolution Ny, mais on indique que la canal fy est peut étre mal choisi.

25. Effectuer le zoom fréquentiel du canal traité pour observer la forme d’onde des sources

et leurs fréquences respectives.
26. Effectuer la séparation de sources au canal test fy.
27. Vérifier les résultats a ’aide d’un zoom fréquentiel.

28. Fin.

D.1.4 Remarque Importante

L’estimateur du nombre de sources réalise une DVS de la matrice spectrale décalée au
retard 7g. Le séparateur réalise quant & lui une inversion de cette matrice. Ces opérations sont
stables lorsque la partie utile des signaux est de puissance comparable sur tous les capteurs.
En effet, il faut éviter qu’une ligne de la matrice de mélange ne soit affectée d’un gain énorme
par rapport aux autres. Dans la pratique il s’agit d’'un probléme de calibrage des capteurs. Ils
doivent étre calibrés non par rapport aux puissances des bruits, comme cela est habituellement
fait, mais par rapport aux dsp des signaux utiles. Nous allons montrer que cette opération peut
étre réalisée postérieurement & l’acquisition. On utilise pour cela la diagonale de la matrice
spectrale décalée. Remarquons qu’en général le probléme ne se pose pas sur les colonnes de
la matrice de mélange car les capteurs ne sont pas tous placés prés d’'une méme source.

Soit H une matrice de mélange 3 x 2 dont tous les coefficients sont du méme ordre de

grandeur. Appliquons un gain « & la premiére ligne de H. on obtient H, :

O(HH O(ng
Hy,=| Hy Hyp
Hsy  Hso

En supposant que les sources sont normalisées et que leur matrice spectrale décalée s’écrit

el 0
T _
RsS - [ 0 €j02 ]

Si le choix de 79 permet de supprimer totalement l'influence du bruit, la matrice spectrale

décalée des observations vaut tout simplement RIL. = H,RI.HI. Aprés calcul on a :

,
SS
2 2 4 2 _j0- i i i i0-
a <|H11| eI 4 | Hyy) 6792> o (Hy Hy e/ + HigHiyel®) o (Hy Hi el + HyyHiyel?)
_ : . 5 ) . .
Rrr — (67 (H21Hikle]91 + HQQHTQGJGZ) |H21| 6]01 + |H22| 6]02 H21H§16]01 + H22H§26302
i i0- i i0- 2 4 2 i0-
o (Hs Hi e?% + HypHiyel%)  Hy Hj el% + HyoHpel% |Hs1|” €% + |Hzo|” €792
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Si « est tres grand devant 1 alors les éléments de la sous matrice 2 x 2 inférieure droite sont
tres faibles par rapport aux autres et en particulier par rapport a celui d’indices (1,1).

En I’absence d’un modéle de propagation des sources et d’informations sur la calibration
des capteurs la seule facon de supprimer le coefficient o est de normaliser le vecteur des

observations par la racine carrée du module des spectres décalés :

L 0
| Rz, |
. 0 1
*= |R7, | g
0 0 1
| Rz, |

Le nouveau vecteur d’observation a donc pour matrice spectrale décalée :

H11H516j01+H12H526j02 H11H§16j01+H12H§26j02

) 1 ) Q1o ooy
R’r — H21HI‘18J91+H22HI<28J92 1 H21H§16301+H22H§26302
o .9041612 j0 j0 14 *2a3
Hngflej 1+H32Hf2€J 2 H31H;183 1+H32H;28] 2 1

ajas asas

avec

=
I

\/ |H11|2 eib + |H12|2 ejb2

o \/|H21|2 €101 4 |Hyy|? ei02

a3 = \/ |H31|2 edt + |f132|2 ejb2

D.1.5 Controle des résultats

Sur des signaux réels il est possible de valider, dans un canal de fréquence, les hypotheses
d’une somme de fréquences pures en réalisant un filtrage passe-bande (ou passe-bas) suivi d’une
opération de démodulation et d’'un sous-échantillonnage. En réalisant cette analyse spectrale
fine avant et aprés séparation il est possible de déterminer si les motifs attribués a chaque

source ont bien été séparés.
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Annexe E

Annexes du chapitre 7

E.1 Zoom fréquentiel d’un canal de TFD

Soit z (t) un signal échantillonné a la période T, et ay (t) une fonction d’apodisation non
nulle sur N échantillons. Notons X7 (f) ou encore X (f,7) la TFD de z () - an (t —7) au
canal fréquentiel f. La famille X (f,7), pour 7 croissant par pas d’un échantillon, constitue

un signal complexe échantillonné a la période T,. Ce signal analytique est une filtrée de z (t)

f—no. ft+no
NT, * NTg

la figure E.1 la bande filtrée correspond approximativement & celle du premier lobe spectral de

dans la bande [ ] ol ng dépend de la fenétre d’apodisation choisie. Comme ’illustre

ay (t). Pour une apodisation de Hamming ou de Hanning, ng vaut 2 et pour une apodisation

uniforme ng vaut 1.

A dspdeX(fT)
[ =<—TFRdeay ()

(f+n0)/NTe

TV fréquence

1/NTe fINTe 1/2Te

(f-n0)/NTe

Fic. E.1: d.s.p. de X (f,7) a la résolution 1/NT,.

Pour déterminer le contenu fréquentiel de X (f,7) il faut effectuer une analyse spectrale

haute résolution. Il existe deux solutions simples :

1. multiplier N par le facteur de zoom souhaité, recalculer les TFD glissantes de z (¢) et

f—mno. f+no
NT, ' NT, |’

conserver la bande [

2. réaliser un zoom fréquentiel du canal f par démodulation complexe, sous-échantillonnage
puis TFD.
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La deuxiéme solution est bien moins couteuse. La démodulation complexe (relation 5.1)
est réalisée par rapport a la fréquence centrale NLTE Cette opération rameéne le signal en bande
de base (figure E.2). L’objectif est d’utiliser au mieux l'axe des fréquences et d’offrir le facteur

de sous-échantillonnage maximal.

X (f,7) = X (f,7) e 27 (5.1)

Le signal démodulé X (f,7) posséde une bande utile (]%,Lﬁ) petite par rapport a la bande

passante du signal temporel d’origine (T%) On peut donc le sous-échantillonner fortement
par rapport a 7. En sous-échantillonnant X (f,7) d’'un facteur L on obtient le signal d’indice
temporel k noté X (f,k, L). Pour respecter la condition de Shannon il faut que L < % de
sorte que la bande utile (]%,LYQE) soit inférieure & la nouvelle fréquence d’échantillonnage (LLTE)

Comme le montre la figure E.2, une analyse spectrale de X (f,k, L) par TFD sur K points
permet maintenant de représenter la bande utile du signal par M valeurs au lieu de (2ng).

On obtient M de la facon suivante :

o ZnOKL
N

M

K points <— bande 1/LT,
M points <— bande 2ny/NT,

La résolution fréquentielle est maintenant de (1/K.L.T,) au lieu de (1/N.T,). Le facteur de

1/N.Te M

- M _ KL ’ - ; -
zoom vaut TRLT = 9ng = N et l'on vérifie bien que pour K = N le facteur de zoom est

égal au facteur de sous-échantillonnage.

A dsp

1/KLTe . 1/2LTe
bande utile (M points) : .

bande totale (K points)

Fi1Gc. E.2: Spectre du signal démodulé sous-échantilloné

Etudions a présent le cas ot le signal z (¢) est la somme de p sinusoides proches, vues au

canal f mais non résolues :
” /
z (t) = ZXi oS (27r <N + ai> t+ qﬁi) , «a; € [—ng/N;ng/N] Viel]l,p]
i=1

Calculons la TFD de z (t) au canal f en posant NGyOy =1 :

N-1
X (f,7) =06n Z z(n+71)an(n) e_ﬂ”%n

n=0
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E.1. Zoom fréquentiel d’un canal de TFD

En négligeant la contribution des fréquences (—% — ;) on obtient :
Pox. L ‘ N-1 ‘
X (f,7)= Z iej(Z“(ﬁJral)TJ“d’l)ON Z ay (n) e/?mn
i=1 n=0
étant donné que ay (t) est une fonction non nulle uniquement pour ¢ € [0, N — 1],
+00

ZaN ) ef2man — Z an (n)e?™™ = Ay (—a) = Ay ()

n=—oo

ou Ay (@) est la TFR de ay (¢). On a finalement

aN'¢ o
X (fa T) = 0N Z %AN (O{l) 63(2”(N+ai)7+¢i)

i=1

Aprés démodulation complexe a la fréquence réduite % on obtient :
Py ‘
) = 0N 2; TZAN (a) eIt +6i)
P

On rappelle que dans le cas particulier d’une apodisation uniforme

1 t N -1 i ,
ax (t) = pour t € [0, ] — Ay(a) = Sln(WaN)e—gwa(N—l)

0 sinon sin (ma)

En sous-échantillonant X (f,7) d’un facteur L on obtient
> P X; .
X (f,k, L) =0n Z: TZAN (a;) el BreikLtéi)

Calculons la TFD du signal X (f,k, L) sur K points (avec 'apodisation uniforme car elle offre

la meilleure localisation fréquentielle) au canal de fréquence % :
K .
f797 = Z f,k‘ L 7]27rKLqTE kLTe
k=0
ad X ) K-1 .
X (faga L) =0ONOk Z TZAN (az) el i Z e]?w(aiL—?‘I(—)k
=1 k=0

P . 9

> X, osinm (oL — %) K Lo L) (F—

X (f,g9,L) ZQNQKE :7AN (i) eI i sin7r((oziL _K%)) e~J Lo L—4)(K-1)
i=1

Le canal g; qui voit le mieux la composante «; est celui qui vérifie

gi —1/2 S git1)/2
KL ~% <KL
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Etant donné que ’on a utilisé une fenétre uniforme pour 'analyse spectrale haute résolution,
on sépare les composantes «; et o qui vérifient
lovi — oy > KL
Remarque 1 : Dans la pratique pour limiter le cotit du zoom fréquentiel on réalise le
sous-échantillonnage avant la démodulation (le signal temporel filtré par TFD glissante au
canal f a une bande petite car ses composantes sont les écarts & la fréquence centrale NLTQ Il
suffit que L < % de sorte que le signal obtenu respecte la condition de Shannon avant TED).
Le facteur de sous-échantillonnage correspond alors au pas de glissement de la premiére série
de TFD, réduisant grandement le nombre d’opérations. Lorsque le sous-échantillonnage est
effectué d’abord, il faut simplement prendre en compte le pas de sous-échantillonnage lors de
la démodulation. Revenons au cas des fréquences pures : on a dans un premier temps le signal

sous-échantilloné
" X; (om( £
X (f.k,L)=0x> AN (@) o7 (27 (e ) kL+0:)
i=1
puis le signal démodulé

P
~ . X )
X (fyky L) = X (fk, L) e 7mkE = gy 37 S A () el Pmokie)
i=1

Remarque 2 : on serait tenté de dire que X (f,7) est 'enveloppe complexe du signal réel
bande étroite (X (—f,7)+ X (f,7)). Ce n’est pas le cas car comme le montre la figure E.2
le spectre de X (f,7) n’est pas nécessairement a symétrie hermitienne autour de la fréquence
centrale NLTE De ce fait si I'on démodule simultanément X (f,7) et X (—f,7) les motifs
interférent en bande de base.

Remarque 3 : Comme le montre la figure E.3, la durée d’intégration correspondant au
zoom spectral (i.e. le nombre d’échantillons du signal temporel ayant permis d’obtenir le

spectre zoomé) est (K —1)- L+ N.
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TFD au cana f

N
!
L L+N-1
f !
f !
(K-L - (K-1).L+N-1
1 ]
| |
! ]
I 1
K TFD , . R
: | » Composantes spectrales des échantilions 1 & (K-1).L+N-1
v V au canal f, scindé en K sous-canaux

fF———————1 ———— = Composantes spectrales des échantillons L aK.L+N-1
au canal f, scindé en K sous-canaux

Fic. E.3: Durée d’intégration associée au zoom spectral
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